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â òåîðèè àíàëèòè÷åñêîé ñëîæíîñòè

Â ðàáîòå â êîíòåêñòå òåîðèè àíàëèòè÷åñêîé ñëîæíîñòè ðàññìîòðåíû äâå
ãåîìåòðè÷åñêèå êîíñòðóêöèè. Ïåðâàÿ: íà ñîâîêóïíîñòè àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé ïîñòðîåíà ìåòðèêà, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ êàëèá-
ðîâî÷íîé ãðóïïû. Âòîðàÿ: ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêîå
óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè êàñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó ê êëàññó
ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ àíàëèòè÷åñêîé ñëîæíîñòè íå âûøå ÷åì äâà â
òî÷êå z0 = x3 y2 + xy. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîçâîëèë ïðèâåñòè ïðîñòîé ïðè-
ìåð ïîëèíîìà ñòåïåíè ïÿòü, ÷üÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ðàâíà òðåì. À
èìåííî z = x3 y2 + x y + π x2 y3.

Áèáëèîãðàôèÿ: 10 íàèìåíîâàíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè, àíàëèòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü,
ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

� 1. Ââåäåíèå

Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè (ïîäñòàíîâêè) ïîçâîëÿåò èç ôóíêöèé ìåíüøåãî ÷èñ-

ëà ïåðåìåííûõ ïîëó÷àòü ôóíêöèè áóëüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Â ýòîé òåìà-

òèêå èìååòñÿ ðÿä ÿðêèõ äîñòèæåíèé, íî ìíîãî âîïðîñîâ îñòàþòñÿ îòêðûòû-

ìè [1], [2], [3], [4], [5]. ×òîáû ïðèäàòü ðàññìîòðåíèþ îïðåäåëåííîñòü, ñëåäóåò

óòî÷íèòü êëàññ ôóíêöèé è ÷èñëî ïåðåìåííûõ. Âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî

(ïðîáëåìà ”2 → 1”), êàê è äðóãèå ïîõîæèå âîïðîñû, òàèò íåìàëî èíòåðåñíûõ è

íåðåøåííûõ ïðîáëåì. Äàííàÿ ðàáîòà ïðèìûêàåò ê êðóãó ïóáëèêàöèé ([6], [7]

è äð.), ãäå ýòîò âîïðîñ îáñóæäàåòñÿ â êîíòåêñòå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Èåðàðõèþ êëàññîâ Cln, n = 0, 1, 2, . . . , îïðåäåëÿåì èíäóêòèâíî. Ïðè ýòîì

Cl0 � ýòî àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî (x èëè y), à êëàññ Cln+1

ñîñòîèò èç àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, èìåþùèõ ëîêàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå âèäà

z = c(An(x, y) +Bn(x, y)), ãäå An è Bn � ýòî ôóíêöèè èç Cln, à c(t) � àíàëèòè-

÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îäíîãî ïåðåìåííîãî. Îäíà èç îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê z(x, y),

àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ, � ýòî åå ñëîæíîñòü N(z). Òî, ÷òî

N(z) = n, îçíà÷àåò, ÷òî z ∈ Cln \Cln−1, åñëè æå z íå ïîïàëà íè â îäèí èç êëàñ-

ñîâ, òî ïèøåì, ÷òî N(z) = ∞. Ïðè ýòîì ñëîæíîñòü ýëåìåíòà àíàëèòè÷åñêîé

ôóíêöèè, âû÷èñëåííàÿ â îäíîé òî÷êå, áóäåò ñîâïàäàòü ñî ñëîæíîñòüþ â ëþáîé

äðóãîé íåîñîáîé òî÷êå. Ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè,

ãîëîìîðôíîé â îáëàñòè äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñóïåðïîçèöèåé ìèíèìàëüíîé

ñëîæíîñòè, � ýòî ñîáñòâåííîå àíàëèòè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî ýòîé îáëàñòè.

c⃝ Â.Ê .Áåëîøàïêà, 2023



2 Â.Ê .ÁÅËÎØÀÏÊÀ

Ïðè ïîñòðîåíèè èåðàðõèè ìîæíî áàçîâóþ ôóíêöèþ (x + y) çàìåíèòü íà

ïðîèçâîëüíóþ àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ φ(x, y) è ïîëó÷èòü

èåðàðõèþ Clnφ è, ñîîòâåòñòâåííî, îòíîñèòåëüíóþ ñëîæíîñòü Nφ(z). Çàôèêñè-

ðóåì íåêîòîðûé ðîñòîê ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ϕ(x, y) ñ óñëîâèåì ϕ′
x ϕ

′
y ̸= 0.

Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êëàññîâ ôóíêöèé.

Ïîëîæèì Cl1ϕ = [ϕ]. Äàëåå ïî èíäóêöèè: Cln+1
ϕ � ýòî ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé,

èìåþùèõ ðîñòêè, ýêâèâàëåíòíûå (ïîä äåéñòâèåì êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïû, ñì.

íèæå) ðîñòêàì ôóíêöèé âèäà c(ϕ(An(x, y), Bn(x, y))), ãäå An(x, y), Bn(x, y) ∈
Clnϕ, c(t) � àíàëèòè÷íà.

Õàðàêòåðèñòèêè ñëîæíîñòè, êàê N(z), òàê è Nϕ(z), èíâàðèàíòíû îòíîñè-

òåëüíî íåêîòîðîãî äåéñòâèÿ. Ïóñòü f � ðîñòîê àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè äâóõ

ïåðåìåííûõ â íà÷àëå êîîðäèíàò è f(0, 0) = 0 (ñòàíäàðòíûé ðîñòîê). Îáîçíà÷èì

÷åðåç G ãðóïïó ðîñòêîâ ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé âèäà {u→ λu+ o(u)}, λ ̸=
0, îáîçíà÷èì G = G × G × G. È åñëè g = (a(u), b(u), c(u)) ∈ G, òî îáîçíà-

÷èì ϕ(x, y) = c(f(a(x), b(y)) ÷åðåç g ◦ f . Ïðè ýòîì áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ϕ è f

ýêâèâàëåíòíû.

Åñëè f � ðîñòîê â (p, q), òî (f(x − p, y − q) − f(p, q)) � ñòàíäàðòíûé ðî-

ñòîê. Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ñòàíäàðòíûõ ðîñòêîâ ïîðîæäàåò îòíîøåíèå

ýêâèâàëåíòíîñòè ïðîèçâîëüíûõ ðîñòêîâ, ãîëîìîðôíûõ è ïîëíûõ àíàëèòè÷å-

ñêèõ ôóíêöèé. Ïóñòü â îêðåñòíîñòè D òî÷êè (x0, y0) èìååòñÿ äâå ãîëîìîðôíûå

ôóíêöèè F1(x, y) è F2(x, y) (ýëåìåíòû àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé). Ïóñòü ðîñòîê

F̃1(x, y, x0, y0) ýêâèâàëåíòåí ðîñòêó F̃2(x, y, x0, y0) . Òîãäà óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî

äëÿ âñåõ ïóòåé γ(t) = (x(t), y(t)), âûõîäÿùèõ èç (x0, y0), â D \ σ (σ � ñîáñòâåí-

íîå àíàëèòè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî) cóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ïî t ñåìåéñòâî ðîñò-

êîâ gt = (at(s), bt(s), ct(s)) ∈ G, ò.÷. F̃2(x, y, x(t), y(t)) = gt ◦ F̃1(x, y, x(t), y(t)).

Ò.å. ðîñòêè F1 è F2 áóäóò ýêâèâàëåíòíû â êàæäîé òî÷êå èõ îáùåé îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ ìèíóñ ñîáñòâåííîå àíàëèòè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî (äèñêðèìèíàíò-

íîå ïîäìíîæåñòâî). Â ýòîì ñìûñëå ôàêò ëîêàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ðîñòêîâ

ïåðåñòàåò áûòü ëîêàëüíûì. Åñëè f � ðîñòîê, òî êëàññ ïîëíûõ àíàëèòè÷åñêèõ

ôóíêöèé, ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèè, ïîðîæäåííîé ýòèì ðîñòêîì, ìû áóäåì îáî-

çíà÷àòü [f ].

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé äâóõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ

(x, y) îáëàäàåò åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðîé ïó÷êà ðîñòêîâ. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ

ïîëíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ïîðîæäåííàÿ íåêîòîðûì êîíêðåòíûì ðîñò-

êîì, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó ýòîãî ïó÷êà, ñîäåðæàùóþ äàííûé

ðîñòîê. Ââåäåííîå âûøå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè � ýòî îòíîøåíèå ýêâèâà-

ëåíòíîñòè íà ïó÷êå ðîñòêîâ.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè âñå àíàëèòè÷åñêèå

ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî ñâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùèì ÷åòûðåì êëàññàì: z =

0, z = 1, z = x, z = y.

� 2. Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè êàê ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � ïðåâðàòèòü ñîâîêóïíîñòü àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé

äâóõ ïåðåìåííûõ A â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïðè ýòîì ìû áóäåì ïðåä-
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ïîëàãàòü, ÷òî ìû óäàëèëè èç ýòîé ñîâîêóïíîñòè êîíñòàíòû è ôóíêöèè îäíîãî

ïåðåìåííîãî. Òàêèì îáðàçîì, A � ýòî ñîâîêóïíîñòü àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ

òåì óñëîâèåì, ÷òî F ′
x F

′
y íå åñòü òîæäåñòâåííûé íîëü.

Äëÿ äâóõ ðîñòêîâ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ ϕ(x, y) è ψ(x, y)

ââåäåì ñëåäóþùóþ õàðàêòåðèñòèêó:

ρ([ϕ], [ψ]) = log(max{N[ϕ]([ψ]), N[ψ]([ϕ])}).

Òåîðåìà 1: Ôóíêöèÿ ρ îïðåäåëÿåò íà A ìåòðèêó.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïîñêîëüêó N[ϕ]([ψ]) > 1, òî ρ([ϕ], [ψ]) > 0. Ðàâåíñòâî

ρ([ϕ], [ψ]) = 0 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî [ϕ] = [ψ]. Ñèììåòðè÷íîñòü ôóíêöèè ρ

âèäíà èç îïðåäåëåíèÿ. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.

Â ñâÿçè ñ ýòèì îòìåòèì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî îòíîñèòåëüíîé ñëîæíîñòè. Ïóñòü

èìåþòñÿ òðè àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè (ϕ, ψ, χ). Ïðè÷åì Nϕ(ψ) 6 l, Nψ(χ) 6
m, òîãäà Nϕ(χ) 6 l m. Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò íåîáõîäèìîå íåðàâåíñòâî. À

èìåííî, ÷òî äëÿ ëþáûõ òðåõ êëàññîâ [ϕ], [ψ], [χ] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

ρ([ϕ], [χ]) 6 ρ([ϕ], [ψ]) + ρ([ψ], [χ]).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ìåòðèêà ρ ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå∞, è òàêóþ ìåòðèêó èíîãäà íàçûâàþò

êâàçèìåòðèêîé. Ïðè ýòîì íåòðóäíî ïðåâðàòèòü åå â ìåòðèêó, ïðèíèìàþùóþ

òîëüêî êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè h(s) = s/(1 + s), òî âåëè÷èíà

ρ̃([ϕ], [χ]) = h(ρ([ϕ], [χ]))

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà A, íî ïðè ýòîì ρ̃([ϕ], [χ]) 6 1 äëÿ ëþáîé ïàðû

ôóíêöèé.

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ρ ìîæåò ïðèíèìàòü êàê êîíå÷íûå, òàê è áåñêîíå÷íûå

çíà÷åíèÿ ìîæíî ââåñòè íà A åùå îäíî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. À èìåí-

íî, îòíîøåíèå ”íàõîäèòüñÿ íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè”. Âñÿ ñîâîêóïíîñòü A
ðàñïàäàåòñÿ â äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ïî ”òèïàì”. Ôóíêöèè (êëàññû), ïðè-

íàäëåæàùèå îäíîìó òèïó, íàõîäÿòñÿ íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè, ðàçíûì � íà

áåñêîíå÷íîì.

Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà òèïîâ íå ìîæåò áûòü ñ÷åòíîé.

Ìåòðèêà, îïèñàííàÿ âûøå, ñïåöèàëèçèðîâàíà äëÿ ñëîæíîñòè òèïà (2 → 1).

Ò.å. äëÿ èçó÷åíèÿ âîïðîñîâ ïðåäñòàâèìîñòè ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ ñ ïîìî-

ùüþ ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî. Íî íåòðóäíî ðàñïðîñòðàíèòü

åå è íà îáùèé ñëó÷àé. Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèé òðåõ ïåðåìåííûõ âîçìîæíû

äâà ïîäõîäà: (3 → 1) è (3 → 2). Ââåäåíèå ìåòðèêè âîçìîæíî â îáîèõ ñëó-

÷àÿõ. Äåéñòâèòåëüíî, åäèíñòâåííîå ñâîéñòâî ìåòðèêè, êîòîðîå íóæäàåòñÿ â
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äîêàçàòåëüñòâå � ýòî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Ýòî íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç

ìóëüòèïëèêàòèâíîé îöåíêè îòíîñèòåëüíîé ñëîæíîñòè, êîòîðàÿ èìååò ìåñòî â

î÷åíü øèðîêîì êîíòåêñòå.

� 3. Êëàññû ñëîæíîñòè êàê

ïîäìíîãîîáðàçèÿ â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé

Êëàññàì ñëîæíîñòè Cln, ââåäåííûì âûøå, ìîæíî ñîïîñòàâèòü In � ðàäè-

êàëüíûé äèôôåðåíöèàëüíûé èäåàë, ñîñòîÿùèé èç äèôôåðåíöèàëüíûõ ïîëè-

íîìîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðûå àííóëèðóþò ôóíêöèè èç

z ∈ Cln (ñì. [7]). Ïî òåîðåìå Ðèòòà-Ðîäåíáàøà [8] êàæäûé òàêîé èäåàë èìååò

êîíå÷íûé áàçèñ Dn = (d1, . . . , dl). Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ëþáîãî êëàññà Cln

îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïû G ýòîò áàçèñ ñîäåðæèò òîëüêî

ïîëèíîìû, íå çàâèñÿùèå ÿâíî îò ïåðåìåííûõ (x, y, z), à òîëüêî îò ïðîèçâîäíûõ

ôóíêöèè z ñ íåêîòîðûìè óñëîâèÿìè îäíîðîäíîñòè.

Äèôôåðåíöèàëüíûé èäåàë I1 èìååò îäíó îáðàçóþùóþ.

d(z) = z′y
2
z′xz

′′′
xxy − z′y

2
z′′xyz

′′
xx − z′yz

′
x
2
z′′′xyy + z′′yyz

′
x
2
z′′xy.

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî Cl1 = {z : d(z) = 0} íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ñëîæíîñòü

z = x2 + xy ïî îòíîøåíèþ ê x+ y ðàâíà äâóì.

Cl2 ñîñòîèò èç ôóíêöèé âèäà

z = S(C(A(x) +B(y)) +R(P (x) +Q(y))). (3.1)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáðàçóþùèõ èäåàëîâ In èìåþòñÿ àëãîðèòìû. Îäíàêî áîëü-

øîé îáúåì âû÷èñëåíèé ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî óæå âû÷èñëåíèå D2 ïðåäñòàâëÿ-

åòcÿ íåäîñòóïíûì [9].

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå ïîëèíîìû ñòåïåíè äâà íå âûõîäÿò çà ðàìêè Cl2.

Òàêæå íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëèíîì ñòåïåíè 11 îáùåãî ïîëîæåíèÿ èìååò

ñëîæíîñòü âûøå, ÷åì äâà. Âîïðîñ î êîíêðåòíîì ïðèìåðå ïîëèíîìà ñëîæíîñòè

òðè � ãîðàçäî ñëîæíåå. Â [10] áûëè ïðåäëîæåíû ïðèìåðû ôóíêöèé (â òîì ÷èñ-

ëå ïîëèíîìû) ïðîèçâîëüíîé íàïåðåä çàäàííîé ñëîæíîñòè. Îäíàêî äàæå åñëè

ãîâîðèòü òîëüêî î ïîëèíîìàõ ñëîæíîñòè òðè � ýòî ïîëèíîìû àñòðîíîìè÷åñêè

âûñîêîé ñòåïåíè.

Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü êëàññû ñëîæíîñòè êàê áåñêîíå÷íîìåðíûå

ïîäìíîãîîáðàçèÿ íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Íà ýòîì ïóòè

óäàåòñÿ êîíñòðóêòèâíî îïèñàòü êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê Cl2 â íåêîòîðîé

òî÷êå. Ýòî, äàëåå, ïîçâîëÿåò ÿâíî ïðåäúÿâèòü ïîëèíîì ñòåïåíè òðè, èìåþùèé

àíàëèòè÷åñêóþ ñëîæíîñòü òðè.

Ïåðåéäåì ê íàøåìó ïîñòðîåíèþ.

Çàôèêñèðóåì ôóíêöèþ Z0 = x3 y2 + x y êàê òî÷êó Cl2. Ôóíêöèþ Z0 ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå (3.1), ïîëàãàÿ

S0(u) = u, C0(u) = exp(u), R0(u) = exp(u), A0(u) = 3 ln(u), B0(u) = 2 ln(u),

P0(u) = ln(u), Q0(u) = ln(u).
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Òåïåðü ïðîâàðüèðóåì ýòîò íàáîð èç ñåìè ôóíêöèé.

S(u) = u+ t s(u), C(u) = exp(u) + t c(u), R(u) = exp(u) + t r(u),

A(u) = 3 ln(u) + t a(u), B(u) = 2 ln(u) + t b(u),

P (u) = ln(u) + t p(u), Q(u) = ln(u) + t q(u),

äîáàâèâ ê êàæäîé èç íèõ âîçìóùåíèå, ëèíåéíîå ïî ïàðàìåòðó t. Ò.å. ìû â

ïðîñòðàíñòâå ñåìè ôóíêöèîíàëüíûõ ïàðàìåòðîâ

(S(u), C(u), R(u), A(u), B(u), P (u), Q(u))

ïðîâåëè ÷åðåç òî÷êó (u, exp(u), exp(u), 3 ln(u), 2 ln(u), ln(u), ln(u)) ïðÿìóþ â íà-

ïðàâëåíèè (s(u), c(u), r(u), a(u), b(u), p(u), q(u)), ãäå ôóíêöèè (s, c, r, a, b, p, q) �

àíàëèòè÷íû è êîìïîçèöèÿ èìååò íåïóñòóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ. Â âîçìóùåí-

íîì âûðàæåíèè Z(x, y, t) = (x3 y2 + x y) + t z(x, y) + o(t) âûäåëèì ëèíåéíîå ïî

t ñëàãàåìîå. Ïîëó÷èì ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå T Cl2(x3 y2+x y) � êàñàòåëüíîãî

ïðîñòðàíñòâà ê Cl2 â òî÷êå Z0 = (x3 y2 + x y)

z(x, y) = s(x3 y2+xy)+c(x3 y2)+x3 y2 (a(x)+b(y))+r(x y)+(p(x)+q(y))xy. (3.2)

Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � ïåðåéòè îò ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ êàñàòåëüíîãî

ïðîñòðàíñòâà ê îïðåäåëÿþùèì åãî ñîîòíîøåíèÿì. Äëÿ ýòîãî ìû äîëæíû èñ-

êëþ÷èòü èç ñîîòíîøåíèÿ (3.2) ôóíêöèîíàëüíûå ïàðàìåòðû

(s, c, a, b, p, q, r). Â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîèçâîäíûå íèæíèìè èí-

äåêñàìè, ò.å. êàê ap, bq, zm,n è ò.ä. Ïðè÷åì âñþ ñîâîêóïíîñòü ïðîèçâîäíûõ

ôóíêöèè z ïîðÿäêîâ äî n âêëþ÷èòåëüíî áóäåì îáîçíà÷àòü z(n), àíàëîãè÷íî a(n)

è ò.ä.

Ïîëîæèì

△s =
∂
∂ x

3x2y2 + y
−

∂
∂ y

2x3y + x
, △c =

∂
∂ x

3x2y2
−

∂
∂ y

2x3y
, △r =

∂
∂ x

y
−

∂
∂ y

x
.

ßäðî △s � ýòî ôóíêöèè âèäà s(x
3y2+xy), ÿäðî △c � ýòî ôóíêöèè âèäà c(x

3y2),

ÿäðî △r � ýòî ôóíêöèè âèäà r(xy). Ïðèìåíèì ê (3.2) äèôôåðåíöèàëüíûé

îïåðàòîð △s. Ïîëó÷àåì

e1(a
(1), b(1), c1, p1, q

(1), r(1), z(1)) = 2 a1x
6y3 − 3 b1x

5y4 + a1x
4y2 + (3.3)

2 p1x
4y2 − b1x

3y3 − 3 q1x
3y3 + a0x

3y2 + b0x
3y2 + c1x

3y2 − p0x
3y2 −

q0x
3y2 − r1x

3y2 − 2 z1,0x
3y + 3 z0,1x

2y2 + p1x
2y − q1xy

2 − z1,0x+ z0,1y = 0.

Äàëåå, âûðàæàÿ èç (3.3) ôóíêöèþ c1 è ïðèìåíÿÿ △c, ïîëó÷àåì

e2(a
(2), b(2), p(2), q(2), z(2)) = 2 z1,0x+ 3 z0,1y − 2 p2x

3y − 3 q2xy
3 −

5 z1,1xy − 4 a2x
7y3 − 9 b2x

5y5 − 4 p2x
5y2 − 2 a2x

5y2 − 9 q2x
3y4 −

3 b2x
3y4 − 12 z1,1x

3y2 + 4 z2,0x
4y + 9 z0,2x

2y3 − r2 x
4y3 + 2 z2,0x

2 + 2 p1x
4y2 −

12 q1x
3y3 + 3 z0,2y

2 − 6 a1x
6y3 − 6 b1x

5y4 − 4 a1x
4y2 −

6 z1,0x
3y + 6 z0,1x

2y2 − p1x
2y − 4 q1xy

2 = 0 (3.4)
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Âûðàæàÿ èç (3.4) ôóíêöèþ r2 è ïðèìåíÿÿ ê ïîëó÷åííîìó ðàâåíñòâó △r, ïîëó-

÷àåì,

e3(a
(3), b(3), p(3), q(3), z(3)) = −6 z0,1y − 4 a3x

8y3 − 2 a3x
6y2 − 4 p3x6y2 +

4 z3,0x
5y − 16 z2,1x

4y2 + 21 z1,2x
3y3 − 2 p3x

4y − 7 z2,1x
2y + 8xz1,2y

2 +

9x5y6b3 + 3x3y5b3 + 9x3y5q3 − 9x2y4z0,3 + 3xy4q3 + 2 z3,0x
3 − 3 y3z0,3 −

3 p2x
3y + 13 q2xy

3 + 6 z1,1xy − 18 a2x
7y3 + 15 b2x

5y5 − 10 p2x
5y2 − (3.5)

8 a2x
5y2 + 30 q2x

3y4 + 6 b2x
3y4 + 14 z2,0x

4y − 24 z0,2x
2y3 + 4 z2,0x

2 − 12 z0,2y
2 −

12 a1x
6y3 − 4 a1x

4y2 − 2 p1x
4y2 + 12 q1x

3y3 + 6 z1,0x
3y − 6 z0,1x

2y2 + 8 q1xy
2 = 0.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè äèôôåðåíöèàëüíûé ïîëèíîì òðåòüåãî ïîðÿäêà, êîòîðûé íå

çàâèñèò îò (s(x3 y2+x y), c(x3 y2), r(x y)), à çàâèñèò òîëüêî îò (a(x), b(y), p(x), q(y))

è ôóíêöèè z(x, y). Íàøà öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå

(3.5) è åãî äèôôåðåíöèàëüíûå ñëåäñòâèÿ, ïîëó÷èòü êàêîå-ëèáî ñîîòíîøåíèå

òîëüêî íà ôóíêöèþ z. Ò.å. ìû áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî èñêëþ÷àòü ôóíêöèè

(q(y), b(y), p(x), a(x)) (èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå). Âû÷èñëåíèÿ îñóùåñòâëÿëèñü ñ

ïîìîùüþ ñèñòåìû Maple. Òåêñò ïðîãðàììû äëÿ Maple, êîòîðàÿ îñóùåñòâëÿåò

îïèñàííûå âûøå âû÷èñëåíèÿ, äîñòóïåí íà <http://vkb.strogino.ru/> (ðàçäåë

"äðóãîå" ï.3).

Îáúåìû (÷èñëî ìîíîìîâ) è äèôôåðåíöèàëüíûå ïîðÿäêè ïðîìåæóòî÷íûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ ñëåäñòâèé â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé áóäóò âîçðàñòàòü. Çäåñü

ìû íå áóäåì âûïèñûâàòü èõ ÿâíî, íî áóäåì ñëåäèòü çà ñõåìîé âû÷èñëåíèÿ, à

òàêæå îòìå÷àòü äèôôåðåíöèàëüíûå ïîðÿäêè ïîëèíîìîâ è ÷èñëî ñîäåðæàùèõñÿ

â íèõ ìîíîìîâ.

Âûðàçèì èç ñîîòíîøåíèÿ (3.5) ôóíêöèþ q3, ïîëó÷àåì q3 = Q3(a
(3), b(3), p(3), q(2), z(3))

è çàïèñûâàÿ óñëîâèå òîãî, ÷òî îíà íå çàâèñèò îò x, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

e4(a
(4), b(3), p(4), q(2), z(4)) = 0 (68 ìîíîìîâ).

Âûðàæàÿ èç e4 = 0 ôóíêöèþ q2 , ïîëó÷àåì q2 = Q2(a
(4), b(3), p(4), q1, z

(4))

è çàïèñûâàÿ óñëîâèå òîãî, ÷òî îíà íå çàâèñèò îò x, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

e5(a
(5), b(3), p(5), z(5)) = 0 (52 ìîíîìà, îò q íå çàâèñèò). Çàïèñûâàÿ ñîîòíîøåíèå

(Q2)
′
x = Q3, ïîëó÷àåì e6(a

(4), b(4), p(4), z(5)) = 0 (75 ìîíîìîâ).

Ïåðåõîäèì ê èñêëþ÷åíèþ b. Âûðàæàÿ èç e5 = 0 ôóíêöèþ b3 , ïîëó÷àåì

b3 = B3(a
(5), b2, p

(5), z(4)) è çàïèñûâàÿ óñëîâèå òîãî, ÷òî îíà íå çàâèñèò îò x, ïî-

ëó÷àåì ñîîòíîøåíèå e7(a
(6), p(6), z(6)) = 0 (61 ìîíîì, îò b íå çàâèñèò). Âûðàæàÿ

èç e6 = 0 ôóíêöèþ b4 , ïîëó÷àåì b4 = B4(a
(5), b2, p

(5), z(6)) è çàïèñûâàÿ óñëî-

âèå òîãî, ÷òî îíà íå çàâèñèò îò x, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå e7(a
(6), p(6), z(6)) = 0

(61 ìîíîì, îò b íå çàâèñèò). Çàïèñûâàÿ ñîîòíîøåíèå (B3)
′
y = B4, ïîëó÷àåì

e8(a
(5), b2, p

(5), z(6)) = 0 (131 ìîíîì). Âûðàæàÿ èç e8 = 0 ôóíêöèþ b2 , ïîëó-

÷àåì b2 = B4(a
(5), p(5), z(6)) è çàïèñûâàÿ óñëîâèå òîãî, ÷òî îíà íå çàâèñèò îò

x, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå e9(a
(6), p(6), z(7)) = 0 (148 ìîíîìîâ). Ñîîòíîøåíèå

(B2)
′
y = B3 äàåò e10(a

(5), p(5), z(7)) = 0 (134 ìîíîìà).

Ïåðåõîäèì ê èñêëþ÷åíèþ p. Âûðàæàÿ èç e10 = 0 ôóíêöèþ p5 , ïîëó÷àåì

p5 = P5(a
(5), p(4), z(7)) è çàïèñûâàÿ óñëîâèå òîãî, ÷òî îíà íå çàâèñèò îò y, ïîëó-

÷àåì ñîîòíîøåíèå e11(a
(5), p(4), z(8)) = 0 (247 ìîíîìîâ). Ïîäñòàâëÿÿ â e7 âìåñòî
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p6 âûðàæåíèå (P5)
′
x, ïîëó÷àåì ee7(a

(6), p(4), z(8)) = 0 (336 ìîíîìîâ). Àíàëîãè÷-

íî, ïîäñòàâëÿÿ â e9 âûðàæåíèÿ äëÿ p5 è p6, ïîëó÷àåì ee9(a
(6), p(4), z(8)) = 0 (404

ìîíîìà). Âûðàçèì èç e11 = 0 ôóíêöèþ p4 è ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå

â ee7 = 0 è â ee9 = 0. Ïîëó÷èì eee7(a
(6), z(8)) = 0 (354 ìîíîìà, îò p íå çàâèñèò)

è eee9(a
(6), z(8)) = 0 (418 ìîíîìîâ, îò p òàêæå íå çàâèñèò).

Ïåðåõîäèì ê èñêëþ÷åíèþ a èç äâóõ ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé. Âûðàçèì a6 èç

eee7 = 0, ïîëó÷èì a6 = A61(a
(5), z(8)) è èç eee9 = 0, ïîëó÷èì a6 = A62(a

(5), z(8)).

Çàïèñûâàÿ, ÷òî A61 = A62, ïîëó÷èì e12(a
(5), z(8)) = 0 (266 ìîíîìîâ). Èç e12 = 0

ïîëó÷àåì a5 = A5(a
(4), z(8)). Äèôôåðåíöèðóÿ A5 ïîëó÷àåì åùå îäíî âûðàæå-

íèå äëÿ a6, à èìåííî � a6 = A63(a
(4), z(9)). Çàïèñûâàÿ, ÷òî A63 = A61, ïîëó-

÷èì e13(a
(4), z(9)) = 0 (533 ìîíîìà). Èç e13 = 0 ïîëó÷àåì a4 = A4(a

(3), z(9)).

Äèôôåðåíöèðóÿ A4 ïîëó÷àåì åùå îäíî âûðàæåíèå äëÿ a5, à èìåííî � a5 =

AA5(a
(3), z(10)). Çàïèñûâàÿ, ÷òî A5 = AA5, ïîëó÷èì e14(z

(10)) = 0 (705 ìîíî-

ìîâ, îò a íå çàâèñèò).

Ïîëèíîì 10-ãî ïîðÿäêà e14 � ýòî è åñòü èòîã íàøèõ âû÷èñëåíèé. Ýòî âûðà-

æåíèå ëèíåéíî ïî ïðîèçâîäíûì ôóíêöèè z îò ïåðâîãî äî äåñÿòîãî ïîðÿäêà.

Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2:

(a) T Cl2(x3 y2+x y), êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê Cl2 â òî÷êå Z0 = (x3 y2 + x y),

ñîñòîèò èç àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé z(x, y) âèäà

z(x, y) = s(x3 y2 + xy) + c(x3 y2) + x3 y2 (a(x) + b(y)) + r(x y) + (p(x) + q(y))xy,

ãäå (a, b, c, p, q, r, s) � àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî, ò.÷. ñóììà

îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé íåïóñòîé îáëàñòè.

(b) Ñîîòíîøåíèå e14(z
(10)) = 0 � ýòî íåîáõîäèìîå óñëîâèå òîãî, ÷òî z(x, y) èìååò

ïðåäñòàâëåíèå âèäà (a).

(c) Ïîëèíîì e14(z
(10)) (705 ìîíîìîâ) � ýòî ëèíåéíîå âûðàæåíèå îò ïðîèçâîäíûõ

ôóíêöèè z ïîðÿäêîâ íå âûøå äåñÿòîãî (65 ïðîèçâîäíûõ), êîýôôèöèåíòû � ýòî

ïîëèíîìû îò (x, y) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ðàñïîëîæåííûìè íà îòðåçêå

[−306021888, 306021888], ÷üè ñòåïåíè íå ïðåâîñõîäÿò 52-õ.

Ðàñïîëàãàÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè êàñàòåëüíîìó

ïðîñòðàíñòâó, íåòðóäíî ïðèâåñòè ïðèìåðû ïðîñòûõ âûðàæåíèé, êîòîðûå åìó

íå ïðèíàäëåæàò. Íàïðèìåð, åñëè ïîäñòàâèòü z = x2 y3 â e14 , òî ïîëó÷àåì

e14(z)

−120x2y3
= 32256x28y14 + 486432x26y13 + 414672x24y12 + 693120x22y11 −

142140x20y10 − 107594x18y9 + 295122x16y8 + 127164x14y7 − 49287x12y6 −
28929x10y5 + 21606x8y4 + 5541x6y3 + 501x4y2 − 54x2y + 40 ̸= 0.

Ïóñòü a ∈ C21 � ïðîñòðàíñòâî êîýôôèöèåíòîâ îáùåãî ìíîãî÷ëåíà îò (x, y)

ñòåïåíè íå âûøå ïÿòè è p(x, y, a) � ïîëèíîì, ÷üè êîýôôèöèåíòû ðàâíû a. Ïóñòü

σ2 = {a ∈ C21 : N(p(x, y, a)) 6 2}.



8 Â.Ê .ÁÅËÎØÀÏÊÀ

Òåîðåìà 3:

(a) Ñëîæíîñòü ìíîãî÷ëåíà

W = x3 y2 + x y + π x2 y3

îòíîñèòåëüíî (x+ y) ðàâíà òðåì, ò.å. N(W ) = 3.

(b) σ2 � ñîáñòâåííîå àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî C21, ïðè÷åì σ2 � ìíîæåñòâî

îáùèõ íóëåé íàáîðà ïîëèíîìîâ îò a ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî: Òî, ÷òî ñëîæíîñòü W íå ïðåâîñõîäèò òðåõ � î÷åâèäíî. Ïî-

ýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî W /∈ Cl2. Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ l, ïðîõîäÿùóþ

÷åðåç (x3 y2 + xy) â íàïðàâëåíèè z = x2 y3, ò.å. l = {Z(x, y, t) = ((x3 y2 +

xy) + t x2 y3}. Åñëè áû l öåëèêîì ñîäåðæàëàñü â Cl2, òî åå íàïðàâëÿþùèé âåê-

òîð áûë áû êàñàòåëüíûì. Íî ýòî íå òàê è, ñëåäîâàòåëüíî, l â Cl2 öåëèêîì íå

ñîäåðæèòñÿ. Ðàññìîòðèì (d1(Z(x, y)), . . . , ds(Z(x, y))) � äèôôåðåíöèàëüíûå ïî-

ëèíîìû, îïðåäåëÿþùèå Cl2, è èõ ñóæåíèå íà l. Ìû ïîëó÷èì íàáîð ïîëèíîìîâ

(P1(t), . . . , Ps(t)) c öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ïåðåìåííîãî t, ïðè÷åì íå âñå èç

íèõ òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ. Ïóñòü P̃ (t) � òàêîé ïîëèíîì. Ò.å. åñëè äëÿ

íåêîòîðîãî t ôóíêöèÿ Z(x, y, t) ∈ Cl2, òî P̃ (t) = 0. Íóëè ýòîãî ïîëèíîìà � ýòî

êîíå÷íûé íàáîð àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë (íàä ïîëåì Q). Ïîñêîëüêó ÷èñëî π �

íåàëãåáðàè÷íî, òî (x3 y2 + x y + π x2 y3) /∈ Cl2. Ýòî äîêàçûâàåò (a).

Ðàññìîòðèì ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè îáùåãî ïîëèíîìà ïÿòîé ñòåïåíè Z =

p(x, y, a) â (d1, . . . , ds). Ïîëó÷èì íàáîð ïîëèíîìèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé íà a ∈
C21 ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîñêîëüêó ó íàñ åñòü ïîëèíîì ñòåïåíè ïÿòü

p(x, y, a0), êîòîðûé íå ïîïàë â Cl2, òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ çàäàþò ñîáñòâåííîå

àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî C21. Ýòî äîêàçûâàåò (b).

Õîòÿ äèôôåðåíöèàëüíûå ïîëèíîìû, çàäàþùèå âòîðîé êëàññ, íå äàíû íàì

ÿâíî, îäíàêî èìååòñÿ àëãîðèòì èõ ïîñòðîåíèÿ. Àíàëèç ýòîãî àëãîðèòìà ïîçâî-

ëÿåò íàïèñàòü îöåíêè ñâåðõó íà äèôôåðåíöèàëüíûé ïîðÿäîê, ÷èñëî ìîíîìîâ è

âåëè÷èíó êîýôôèöèåíòîâ (ýòî öåëûå ÷èñëà). Èñïîëüçóÿ òàêèå îöåíêè, íåòðóä-

íî ïîëó÷èòü îöåíêó ñâåðõó ìîäóëåé êîðíåé ïîëèíîìà P (t) èç äîêàçàòåëüñòâà

òåîðåìû 3. Ýòî ïîçâîëÿåò çàìåíèòü â ïîëèíîìå W íåàëãåáðàè÷åñêèé êîýôôè-

öèåíò π íà î÷åíü áîëüøîå (èëè î÷åíü ìàëåíüêîå) ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Ïîñëå

÷åãî ìû ïîëó÷èì ïðèìåð ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè ïÿòü ñëîæíîñòè òðè ñ öåëûìè

êîýôôèöèåíòàìè.
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