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Àííîòàöèÿ

Äîêàçàíî, ÷òî ãðàäóèðîâàííûå àëãåáðû Ëè èíôèíèòåçèìàëü-

íûõ ãîëîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ íåâûðîæäåííîé êâàäðèêè êî-

ðàçìåðíîñòè k íå èìåþò íåíóëåâûõ êîìïîíåíò âåñà áîëüøå 2k .

Äîêàçàíî òàêæå, ÷òî ïðè k ≤ 3 íåò ãðàäóèðîâàííûõ êîìïîíåíò

âåñà áîëüøå ÷åì 2. Ñôîðìóëèðîâàí ðÿä âîïðîñîâ.
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Ââåäåíèå

Íåäàâíî áûëî îáíàðóæåíî [1], ÷òî äîêàçàòåëüñòâî îäíîãî èç óòâåð-
æäåíèé ìîåé ðàáîòû 1990-ãî ãîäà [2] ñîäåðæèò îøèáêó. Ðå÷ü èäåò î
òåîðåìå íà ñòð.19, èç êîòîðîé, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ãðàäóèðîâàí-
íàÿ àëãåáðà Ëè autQ èíôèíèòåçèìàëüíûõ ãîëîìîðôíûõ àâòîìîðôèç-
ìîâ íåâûðîæäåííîé êâàäðèêè Q ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè ñîñòîèò
íå áîëåå ÷åì èç ïÿòè âåñîâûõ êîìïîíåíò

autQ = g−2 + g−1 + g0 + g1 + g2.

Â [1] ê ýòîìó óòâåðæäåíèþ áûë ïðåäúÿâëåí êîíòðïðèìåð êâàäðèêè êî-
ðàçìåðíîñòè ïÿòü â C9, à ñðåäè êîíòðïðèìåðîâ ðàáîòû [3] èìååòñÿ êâàä-
ðèêà êîðàçìåðíîñòè ÷åòûðå â C10. Òàêèå êâàäðèêè, ò.å. íåâûðîæäåííûå
êâàäðèêè ÷üÿ àëãåáðà ñîäåðæèò ïîëÿ âåñà áîëüøå ÷åì äâà, ìû íàçûâàåì
èñêëþ÷èòåëüíûìè. Âñå èìåþùèåñÿ ïðèìåðû èñêëþ÷èòåëüíûõ êâàäðèê
âåñüìà ñëîæíû. Ïðèðîäà ýòèõ ðåäêèõ ïðèìåðîâ ïî ñåé äåíü ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ íåÿñíîé.

1Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà èì.Ëîìîíîñîâà,

Âîðîáüåâû ãîðû, 119992 Ìîñêâà, Ðîññèÿ, vkb@strogino.ru
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Ðàáîòà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 1 àíàëèçèðóåì óñëî-
âèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ïîëÿ àëãåáðå àâòîìîðôèçìîâ â êîíòåêñòå òåîðåìû
Ýðåíïðàéñà-Ïàëàìîäîâà.Ýòî òà òåõíèêà ðàáîòû ñ ñèñòåìàìè ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, àíàëèç
êîòîðûõ ïîçâîëèë ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèé êîíå÷íîìåðíîñòè àëãåáðû
Ëè èíôèíèòåçèìàëüíûõ ãîëîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ êâàäðèêè [5]. Â
òåîðåìå 4 ïðèâîäèòñÿ êðèòåðèé èñêëþ÷èòåëüíîñòè êâàäðèêè. Â ðàçäå-
ëå 2 ìû ïðèìåíÿåì ïîëó÷åíûé êðèòåðèé ê àíàëèçó êâàäðèê CR-òèïîâ
(3, 3) è (3, 4). Èñïîëüçîâàíèå êëàññèôèêàöèé, ïîñòðîåííûõ â ðàáîòàõ
Í.Ïàëèí÷àê [8] è Ñ.Àíèñîâîé [9] ïîçâîëÿåò ïîêàçàòü, ÷òî ñðåäè êâàä-
ðèê ýòèõ òèïîâ èñêëþ÷èòåëüíûõ íåò. Â ðàçäåëå 3 îáñóæäàåòñÿ ñèòóàöèÿ
ñ êâàäðèêàìè ìàëûõ êîðàçìåðíîñòåé. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò � òåîðåìà 19
� óòâåðæäåíèå, ÷òî èñêëþ÷èòåëüíûõ êâàäðèê â êîðàçìåðíîñòè òðè � íå
ñóùåñòâóåò. Â ðàçäåëå 4 ïðîèñõîäèò âîçâðàùåíèå â êîíòåêñò ðàçäåëà 1.
Êâàäðèêå ñîïîñòàâëÿåòñÿ íåêèé ïîäìîäóëü ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ íàä êîëü-
öîì ïîëèíîìîâ (õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîäìîäóëü), â åãî òåðìèíàõ ïðèâî-
äèòñÿ åùå îäèí êðèòåðèé èñêëþ÷èòåëüíîñòè êâàäðèêè, à òàêæå, â ýòèõ
òåðìèíàõ, äîêàçûâàåòñÿ âåðõíÿÿ îöåíêà íà âåñà è ñòåïåíè ïîëåé èç àë-
ãåáðû àâòîìîðôèçìîâ êâàäðèêè ÷åðåç åå êîðàçìåðíîñòü.

1. Êðèòåðèé èñêëþ÷èòåëüíîñòè

Ïóñòü Mξ � ðîñòîê ãëàäêîãî âåùåñòâåííîãî ïîðîæäàþùåãî ïîäìíî-
ãîîáðàçèÿ êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà CN (N = n + k) CR-ðàçìåðíîñòè
n > 0 è êîðàçìåðíîñòè k > 0. Ïóñòü

z = (z1, . . . , zn), w = (w1, . . . , wk), wj = uj + i vj, j = 1, . . . , k, −

êîîðäèíàòû â CN . Íàçíà÷èì âåñà ïåðåìåííûì:

[z] = [z̄] = 1, [w] = [w̄] = [u] = 2.

Ýòî ïîçâîëÿåò ðàçëàãàòü ñòåïåííûå ðÿäû íà âåñîâûå êîìïîíåíòû. À åñëè
ñ÷èòàòü, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî z è z̄ èìååò âåñ (−1), à äèôôåðåí-
öèðîâàíèå ïî w è w̄ � âåñ (−2), òî ãðàäóèðîâàííîé ñòàíîâèòñÿ è àëãåáðà
Ëè ôîðìàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, è âñå åå ïîäàëãåáðû. Ïîñëå ïðîñòîãî
êâàäðàòè÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèå Mξ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Mξ = {vj =< z, z̄ >j +o(2), j = 1, . . . , k} = {v =< z, z̄ > +o(2)},
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ãäå < z, z̄ >j � ýðìèòîâû ôîðìû íà Cn, à o(m) � ýòî ôóíêöèè, òåéëî-
ðîâñêîå ðàçëîæåíèå êîòîðûõ â íóëå íå ñîäåðæèò ÷ëåíîâ âåñà m è íèæå.
Îñíîâíîé îáúåêò íàøåãî âíèìàíèÿ � ýòî êàñàòåëüíàÿ êâàäðèêà

Q = {v =< z, z̄ >}.

Ïóñòü autMξ � ýòî àëãåáðà Ëè ðîñòêîâ âåêòîðíûõ ïîëåé â CN , êàñàòåëü-
íûõ ê Mξ, âèäà

X = 2 Re

(
f(z, w)

∂

∂z
+ g(z, w)

∂

∂w

)
= (f(z, w), g(z, w)), (1)

ãäå f è g � ðîñòêè âåêòîð-ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â ξ. Ýòî ïîëÿ, êî-
òîðûå ïîðîæäàþò ëîêàëüíûå 1-ïàðàìåòðè÷åñêèå ãðóïïû ãîëîìîðôíûõ
ïðåîáðàçîâàíèéMξ. Ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Q âçâåøåííî îäíîðîäíà (çà-
äàåòñÿ âçâåøåííî îäíîðîäíûìè óðàâíåíèÿìè) è ãîëîìîðôíî îäíîðîäíà
(ãðóïïà ãîëîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ äåéñòâóåò íà Q òðàíçèòèâíî). Ïî-
ýòîìó âìåñòî autQξ ìû ìîæåì ïèñàòü autQ (íåò çàâèñèìîñòè àëãåáðû
îò òî÷êè).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøåé ãðàäóèðîâêîé

autQ = g−2 + g−1 + g0 + g1 + g2 + . . . .

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðèíàäëåæíîñòü âåêòîðíîãî ïîëÿ X =
∑
Xj

àëãåáðå Ëè autQ ðàâíîñèëüíà ïðèíàäëåæíîñòè ýòîé àëãåáðå êàæäîé åãî
âåñîâîé êîìïîíåíòû Xj. Â òàêîé ñèòóàöèè óñëîâèå êîíå÷íîìåðíîñòè àë-
ãåáðû ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ åå êîíå÷íîé ãðàäóèðîâàííîñòè. Â [5] áûëî
äîêàçàíî, ÷òî êðèòåðèåì êîíå÷íîìåðíîñòè autQ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
ïàðà óñëîâèé: (1) îòñóòñòâèå ÿäðà, ò.å. åñëè < e, z̄ >= 0 äëÿ âñåõ z, òî
e = 0; (2) êîîðäèíàòû ôîðìû < z, z̄ > ëèíåéíî íåçàâèñèìû (óñëîâèå
íåâûðîæäåííîñòè).

Çàïèñûâàÿ óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ïîëÿ (1) àëãåáðå autQ, ïîëó÷àåì

2 Re (i g(z, u+ i < z, z̄ >) + 2 < f(z, u+ i < z, z̄ >), z̄ >) = 0. (2)

Ïîëîæèì ∆(ϕ(u)) = ∂uϕ(u)(< z, z̄ >). Íåñëîæíûé àíàëèç (ñì. [5])
ñîîòíîøåíèÿ (2) ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1: Ïàðà (f, g) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ (2) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà

f = a(w) + C(w) z + A(w)(z, z), g = b(w) + 2 i < z, ā(w) > .
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(çàâèñèìîñòü îò z óêàçàíà ÿâíî, ò.å. ñòåïåíè íîëü, îäèí è äâà, à çàâè-
ñèìîñòü îò w � àíàëèòè÷åñêàÿ â îêðåñòíîñòè íà÷àëà), ïðè÷åì a,A,C, b
óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì, êîòîðûå ðàñïàäàþòñÿ íà äâå
ñèñòåìû óðàâíåíèé

< A(u)(z, z), z̄ >= 2 i < z,∆ā(u) > (3)

< z,∆2ā(u) >= 0.

Im b(u) = 0, (4)

∆ b(u) = 2 Re < C(u) z, z̄ >,

Im < ∆2C(u) z, z̄ >= 0,

∆3 b(u) = 0.

Ìîæíî íàïèñàòü, ÷òî

C(u) z =
∑

Cj(u) zj, A(u)(z, z) =
∑

Akj(u) zk zj, Akj = Ajk.

Òîãäà êàæäàÿ èç ñèñòåì óðàâíåíèé ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê ñèñòåìà
ëèíåíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöåíòàìè. Ïåðâàÿ íà íàáîð
âåêòîð-ôóíêöèé ((a(u), Akj(u)), à âòîðàÿ � (b(u), Cj(u)). Íåòðóäíî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî â ñëó÷àå, åñëè ýðìèòîâà âåêòîð-ôîðìà � íåâûðîæäåíà, òî íè
îäíà èç ýòèõ ñèñòåì íå èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûõ ðåøåíèé ñ íåíóëåâûì
ïîêàçàòåëåì. Ïðèìåíÿÿ ê êàæäîé èç ýòèõ ñèñòåì òåîðåìó îá ýêñïîíåí-
öèàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè Ýðåíïðàéñà-Ïàëàìîäîâà [11], çàêëþ÷àåì, ÷òî
ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé êàæäîé èç íèõ � ýòî êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî ïðîñòðàíñòâà ïîëèíîìîâ îò u. ßñíî, ÷òî êîíå÷íîìåðíîñòü ïîäðàçó-
ìåâàåò ðàâíîìåðíóþ îöåíêó ñòåïåíè ðåøåíèé.

Ïðè ýòîì ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ëþáîå âåêòîðíîå ïîëå X ìîæíî ðàç-
ëîæèòü â ñóììó ÷åòíîé � X0 è íå÷åòíîé � X1 êîìïîíåíò. Ãäå �

X0 = X−2 +X0 +X2 + . . . , X1 = X−1 +X1 +X3 + . . .

â íàøåé ãðàäóèðîâêå. Ïðè ýòîì ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè X ∈ autQ, òî

X0 = (C(w) z, b(w)), X1 = (a(w) + A(w)(z, z), 2 i < z, ā(w) >). (5)

Òàêèì îáðàçîì ðåøåíèÿ (3) � ýòî, â òî÷íîñòè, ÷åòíàÿ êîìïîíåíòà X ∈
autQ � X0 ∈ aut0Q, à ðåøåíèÿ (4) � ýòî íå÷åòíàÿ êîìïîíåíòà X ∈ autQ
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� X1 ∈ aut1Q. Îòìåòèì çäåñü, ÷òî aut0Q, â îòëè÷èå îò aut1Q � ýòî
ïîäàëãåáðà autQ.

Êàê õîðîøî èçâåñòíî, ïîäàëãåáðà g− = g−2 +g−1 äëÿ ëþáîé íåâûðîæ-
äåííîé êâàäðèêè � ôóíäàìåíòàëüíà ïî Òàíàêå ([6], [7]). Ïîýòîìó åñëè äëÿ
íåêîòîðîãî j ñîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà îáðàòèëàñü â íîëü gj = 0, òî
gJ = 0 äëÿ âñåõ J > j. Â ñâÿçè ñ ýòèì äàäèì îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 2: Íàçîâåì íåâûðîæäåííóþ CR-êâàäðèêó Q èñêëþ-
÷èòåëüíîé, åñëè äëÿ íåå g3 6= 0. ßñíî, ÷òî êâàäðèêà íå ÿâëÿåòñÿ èñêëþ-

÷èòåëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

autQ = g−2 + g−1 + g0 + g1 + g2.

Ïðèìåðû Ìåéëàí è Ãðåãîðîâè÷à � ýòî ïðèìåðû èñêëþ÷èòåëüíûõ êâàä-
ðèê.

Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ êîìïîíåíò âåñà áîëüøå, ÷åì äâà â òåðìèíàõ (a,A, b, C)
� ýòî ÷åòûðå óñëîâèÿ

degu a ≤ 1, deguA = 0, deguC ≤ 1, degu b ≤ 2.

Ýòè óñëîâèÿ ãàðàíòèðóþò, ÷òî ÷åòíàÿ êîìïîíåíòà îáðûâàåòñÿ íà âòîðîì
âåñå, à íå÷åòíàÿ - íà ïåðâîì. Íî ïîñêîëüêó êðèòåðèåì èñêëþ÷èòåëüíñòè
ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå íà òðåòüþ êîìïîíåíòó, òî ìû ìîæåì îãðàíè÷èòñÿ ðàñ-
ñìîòðåíèåì òîëüêî ïåðâîé ñèñòåìû (3). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïåðâîå ñîîò-
íîøåíèå (3) ïðè ôèêñèðîâàííîì a îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî
A (óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè). Ïîýòîìó ïàðàìåòð A ìîæíî èñêëþ÷èòü.

×åðåç z · ζ̄ áóäåì îáîçíà÷àòü ñòàíäàðòíóþ ýðìèòîâó ôîðìó

(z · ζ̄) = z1ζ̄1 + . . .+ znζ̄n.

Òîãäà ïðîèçâîëüíàÿ ýðìèòîâà ôîðìà ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê (Hz · z̄),
ãäå H � ýðìèòîâà ìàòðèöà, à z ïîíèìàåì êàê ñòîëáåö. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Hjz · ζ̄ � j-þ êîîðäèíàòó âåêòîð-ôîðìû < z, z̄ >.

Ïóñòü B(z̄) = (B1 · z̄, . . . , Bk · z̄) � íàáîð èç k ëèíåéíûõ ôîðì. Ðàñ-
ñìîòðèì óðàâíåíèå

< x, z̄ >= B(z̄), x ∈ Cn, B(z̄) = (B1 · z̄, . . . , Bk · z̄) ∈ Ckn, (6)
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ò.å. ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîé ïðàâîé ÷àñòè ìû èùåì
âåêòîð x ∈ Cn, ò.÷. óðàâíåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî ïî z. Òàêîå
óðàâíåíèå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå Hjx = Bj, j = 1, . . . , k.
Ðàññìîòðèì äàëåå îòîáðàæåíèå

ν : Cn → Ckn, ν(z) = (H1z, . . . , Hkz).

Îáîçíà÷èì åãî îáðàç ÷åðåç L′, ÷åðåç L′′ îáîçíà÷èì ïðÿìîå äîïîëíåíèå
îáðàçà äî âñåãî ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü π � ïðîåêòîð Ckn íà L′′ âäîëü L′ .
Ïîñêîëüêó ôîðìû (H1, . . . , Hk) íå èìåþò îáùåãî ÿäðà, òî ν � ýòî èçîìîðî-
ôèçì Cn è L′, íà L′ îïðåäåëåíî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ν−1. Ðàññóæäåíèÿ
ýòîãî àáçàöà ìîæíî ïîäûòîæèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ëåììà 3 : (a) Óðàâíåíèå (6) ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî x òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà π(B) = 0.
(b) Åñëè π(B) = 0, òî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (6) èìååò âèä x = ν−1(B).

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3 ê ïåðâîìó ñîîòíîøåíèþ (3), ïîëó÷àåì

Ëåììà 4: (a) Óðàâíåíèå < A(u)(z, z), z̄ >= 2 i < z,∆ā(u) > ðàâíî-
ñèëüíî ïàðå ñîîòíîøåíèé

π(< z,∆ā(u) >) = 0, A(z, z) = 2 i ν−1(< z,∆ā(u) >). (7)

(b) Åñëè degu a = d, òî deguA ≤ d− 1.

Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü ïîëó÷åííóþ òåîðåìó, äàäèì îïðåäåëå-
íèå. Íåâûðîæäåííàÿ êâàäðèêà íàçûâàååòñÿ æåñòêîé, åñëè g+ = 0. Â
ñèëó ôóíäàìåíòàëüíîñòè ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî g1 = 0. À ýòî, â
ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî óðàâíåíèå π(< z,∆ā(u) >) = 0 íå
èìååò íåíóëåâûõ ðåøåíèé ëèíåéíûõ ïî u.

Êâàäðèêó ìîæíî ïîíèìàòü êàê òî÷êó ïðîñòðàíñòâà íàáîðîâ èç k ýð-
ìèòîâûõ ôîðì îò n-ìåðíîãî ïåðåìåííîãî. Òàêèå íàáîðû � ýòî âåùåñòâåí-
íîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî H ðàçìåðíîñòè k n2. Îáîçíà÷èì íåâûðîæäåí-
íûå êâàäðèêè ÷åðåç H′. ßñíî, ÷òî âûðîæäåííûå êâàäðèêè � ýòî àëãåá-
ðàè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî H (çàäàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè óñëîâèÿìè íà
êîîðäèíàòû). Òàêèì îáðàçîì H′, åãî äîïîëíåíèå, � ïîëóàëãåáðàè÷åñêîå
(ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà íà ïîëèíîìû). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hl ìíîæåñòâî
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íåâûðîæäåííûõ êâàäðèê, äëÿ êîòîðûõ g+ èìååò äëèíó íå ìåíüøå l. ßñ-
íî, ÷òî íå æåñòêèå êâàäðèêè � ýòî H1, à èñêëþ÷èòåëüíûå � ýòî H3. Èç
íàøåãî îïèñàíèÿ êîìïîíåíò àëãåáðû ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî Hl � ïîëóàëãåá-
ðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî äëÿ âñåõ l.

H′ ⊇ H1 ⊇ H2 ⊇ H3 ⊇ . . .

Ïðèâåäåì äâà êðèòåðèÿ: èñêëþ÷èòåëüíîñòè è íå æåñòêîñòè.

Òåîðåìà 5: Íåâûðîæäåííàÿ êâàäðèêà Q
(a) èñêëþ÷èòåëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ
êâàäðàòè÷íàÿ âåêòîð-ôîðìà a(u, u) = (a1(u, u), . . . , an(u, u)), óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ äâóì ñîîòíîøåíèÿì

π(< z,∆ā(u, u) >) = 0, < z,∆2ā(u, u) >= 0.

(b) íå æåñòêàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ ëèíåé-
íàÿ âåêòîð-ôîðìà a(u) = (a1(u), . . . , an(u)), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøå-
íèþ

π(< z,∆ā(u) >) = 0.

2. CR-êâàäðèêè òèïîâ (3, 3) è (3, 4)

Ñôîðìóëèðóåì äâà óñëîâèÿ, êîòîðûì ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü ýðìèòîâà
âåêòîð-ôîðìà < z, z̄ > êâàäðèêè Q.

(I) Ìíîæåñòâî {z ∈ Cn : rank(H1z, . . . , Hkz) = n} � íåïóñòî (è, ñëåäî-
âàòåëüíî, îòêðûòî è ïëîòíî) .
(II) Îáðàç îòîáðàæåíèÿ èç C2n â Ck (p, q) → < p, q > ñîäåðæèò âíóò-
ðåííèå òî÷êè.

Òåîðåìà 6: Åñëè íåâûðîæäåííàÿ êâàäðèêà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
(I) è (II), òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíîé.
Äîêàçàòåëüñòâî: Èìååì < z,∆2ā >= 0. Èç óñëîâèÿ (I) ñëåäóåò, ÷òî
∆2a = d2a(< z, z̄ >,< z, z̄ >) = 0. Îêîìïëåêñèì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî
( ò.å. ïóñòü z è ζ = z̄ � íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå). Òåïåðü èç óñëîâèÿ
(II) ñëåäóåò, ÷òî â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ z äèôôåðåíöèàëû
du =< z, z̄ > ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íåçàâèñèìûå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
d2a = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, degu a ≤ 1. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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Çàìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ îñíîâàíî òîëüêî íà âòî-
ðîì ñîîòíîøåíèè êðèòåðèÿ è íå èñïîëüçóåò ïåðâîãî.

Çàôèêñèðóåì n > 0. Â ñèëó óñëîâèÿ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè êîîðäè-
íàòíûõ ýðìèòîâûõ ôîðì íåâûðîæäåííûå êâàäðèêè êîðàçìåðíîñòè k âîç-
ìîæíû ëèøü â äèàïàçîíå 1 ≤ k ≤ n2. Ïðè ýòîì â äèàïàçîíå 2 ≤ k ≤ n2−2
ó êâàäðèêè îáùåãî ïîëîæåíèÿ g+ = 0 (íåò ïîëåé ïîëîæèòåëüíîãî âå-
ñà). Êðèòåðèåì òàêîé ”æåñòêîñòè” ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå g1 = 0. Â ðàáîòå
Í.Ïàëèí÷àê [8] êëàññèôèöèðîâàíû ñ òî÷íîñòüþ äî ãîëîìîðôíîé ýêâè-
âàëåíòíîñòè âñå êâàäðèêè äëÿ n = k = 3 ñ g1 6= 0. Ýòî íàáîð èç âîñü-
ìè êâàäðèê. Àíàëîãè÷íûé ñïèñîê èç äåâÿòè êâàäðèê äëÿ n = 3 k = 4
áûë ñîñòàâëåí Ñ.Àíèñîâîé [9]. Â ñèëó ôóíäàìåíòàëüíîñòè èç òîãî, ÷òî
g1 = 0 ñëåäóåò îáðàùåíèå â íîëü è ïîñëåäóþùèõ êîìïîíåíò. Ïîýòîìó èñ-
êëþ÷èòåëüíûå êâàäðèêè äàííûõ òèïîâ, åñëè îíè ñóùåñòâóþò, äîëæíû
ñîäåðæàòñÿ â ñïèñêàõ Ïàëèí÷àê è Àíèñîâîé.

Òåîðåìà 7: (a) Èñêëþ÷èòåëüíûõ êâàäðèê òèïà (3, 3) � íå ñóùåñòâóåò.
(b) Èñêëþ÷èòåëüíûõ êâàäðèê òèïà (n, 4) ïðè n ≤ 3 � íå ñóùåñòâóåò.
Äîêàçàòåëüñòâî:Íåïîñðåäñòâåííî óáåæäàåìñÿ, ÷òî âñå êâàäðèêè èç îáî-
èõ ñïèñêîâ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (II). ×òî êàñàåòñÿ óñëîâèÿ (I), òî åìó
óäîâëåòâîðÿþò âñå êâàäðèêè ñïèñêà Àíèñîâîé è âñå êâàäðèêè ñïèñêà Ïà-
ëèí÷àê çà îäíèì èñêëþ÷åíèåì. Ýòî êâàäðèêà, îáîçíà÷åííàÿ òàì êàê Q5.
Îïðåäåëÿþùèå åå ôîðìû èìåþò âèä.

2 Rez1 z̄3, 2 Rez2 z̄3, 2 Imz1 z̄3

Ïðîñòðàíñòâî B⊥ = {z ∈ C3 :< z, B̄ >= 0} çàäàåòñÿ äâóìÿ íåçàâèñèìû-
ìè ñîîòíîøåíèÿìè z2 B̄3 + z3 B̄2 = z1 B̄2 − z2 B̄1 = 0. Ïîýòîìó ðåøåíèå
èìååò âèä

B⊥ = {z1 = λ B̄1, z2 = λ B̄2, z3 = −λ B̄3}
Èòàê, åñëè a(u) = (a1(u), a2(u), a3(u)) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ< ∆2a, z̄ >=
0, òî ∆2aj(u) äåëèòñÿ íà z̄j. Òàêèì îáðàçîì îãðàíè÷åíèå ∆2a1 íà ïëîñ-
êîñòü z̄1 = 0 ðàâíî íóëþ. Ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèÿ êîîðäèíàòíûõ ýðìèòî-
âûõ ôîðì ðàâíû (z1 z̄3, z2 z̄3 + z3 z̄2,−i z1 z̄2). Åñëè ðàññìîòðåòü ñîîòâåò-
ñòâóþùåå îòîáðàæåíèå C5 íà C3, òî ìû âèäèì, ÷òî îíî èìååò ðàíã òðè.
Ýòî ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü , ÷òî d2a1 = 0 è ñòåïåíü a1 íå ïðåâîñõîäèò
åäèíèöû. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äàþò òó æå îöåíêó ñòåïåíè äëÿ a2
è a3. Òàêèì îáðàçîì äëÿ âñåõ êâàäðèê êðîìå Q5 èç ñïèñêà Ïàëèí÷àê
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íåèñêëþ÷èòåëüíîñòü ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 5, à äëÿ ýòîé êâàäðèêè èç
íàøåãî ðàññóæäåíèÿ. Ýòî äîêàçûâàåò ïóíêò (a) è îòñóòñòâèå èñêëþ÷è-
òåëüíûõ êâàäðèê òèïà (3,4) . Êâàäðèêà òèïà (1,4) íå ìîæåò áûòü íåâû-
ðîæäåííîé. Íåâûðîæäåííàÿ êâàäðèêà òèïà (2,4) òîëüêî îäíà. Ýòî ïî-
ñëåäíÿÿ êâàäðèêà, çàäàííàÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà ýðìèòîâûõ ôîðì íà
C2. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíîé (ñì.òàêæå
óòâåðæäåíèå 20) . Ýòî äîêàçûâàåò (b). Òåîðåìà äîêàçàíà.

3. Êâàäðèêè ìàëûõ êîðàçìåðíîñòåé

Ìèíèìàëüíàÿ êîðàçìåðíîñòü, äëÿ êîòîðîé èçâåñòåí ïðèìåð èñêëþ-
÷èòåëüíîé êâàäðèêè ýòî k = 4. Ñ êîðàçìåðíîñòÿìè k ðàâíûìè îäíîìó
è äâóì äåëà îáñòîÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Òî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò èñêëþ-
÷èòåëüíûõ êâàäðèê â êîðàçìåðíîñòè îäèí íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç
ðàáîòû [4], â [1] áûëî ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî äëÿ k = 2.

Â äàííîé ðàáîòå ìû äîêàçûâàåì, ÷òî â êîðàçìåðíîñòè k = 3 èñêëþ-
÷èòåëüíûõ êâàäðèê òàêæå íåò . Òàêèì îáðàçîì, êîðàçìåðíîñòü ÷åòûðå
� ýòî ìèíèìàëüíàÿ êîðàçìåðíîñòü, â êîòîðîé âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå
èñêëþ÷èòåëüíûõ êâàäðèê.

Ïóñòü f =
∑∞

0 fj, g =
∑∞

0 gj � ðàçëîæåíèÿ f è g â ñóììó âåñîâûõ
êîìïîíåíò. Òîãäà Xm, ò.å. m-ÿ âåñîâàÿ êîìïîíåíòà ïîëÿ (1) èìååò âèä

Xm = 2 Re

(
fm+1(z, w)

∂

∂z
+ gm+2(z, w)

∂

∂w

)
, ãäå

2 Re (i gm+2(z, u+ i < z, z̄ >) + 2 < fm+1(z, u+ i < z, z̄ >), z̄ >) = 0. (8)

Â ïðåäïîëîæåíèè íåâûðîæäåííîñòè Q ðàññìîòðèì ìëàäøèå êîìïî-
íåíòû àëãåáðû. Ïðè ýòîì ìû áóäåì çàïèñûâàòü âîçíèêàþùèå çäåñü êîì-
ïîíåíòû f è g â âèäå ïîëèëèíåéíûõ ôîðì, ïðè÷åì áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî îíè ñèììåòðè÷íû âíóòðè êàæäîé ãðóïïû ïåðåìåííûõ z èëè w. Èìå-
åì
Âåñ (-2). f−1 = 0, g0 = q, X−2 = (0, q). Èç óñëîâèÿ (8) ïîëó÷àåì, ÷òî
q ∈ Rk.
Âåñ (-1). f0 = p, g1 = l(z), ãäå p ∈ Cn, l(z) � ëèíåéíàÿ ôîðìà. Èç óñëî-
âèÿ (8) ïîëó÷àåì, ÷òî l(z) = 2 i < z, p̄ >. Òàêèì îáðàçîì X−1 = (p, 2 i <
z, p̄ >).
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Âåñ 0. f1 = C z, g2 = α(z, z) + ρw. Èç óñëîâèÿ (8) ïîëó÷àåì, ÷òî
α(z, z) = 0, Im (ρ u) = 0, 2 Re < C z, z̄ >= ρ < z, z̄ >. Òàêèì îáðàçîì
X0 = (Cz, ρw) ñ íàéäåííûìè óñëîâèÿìè.
Âåñ 1. f2 = aw + A(z, z), g3 = α(z, z, z) + β(z)w. Èç óñëîâèÿ (8) ïî-
ëó÷àåì, ÷òî α(z, z, z) = 0, < A(z, z), z̄ >= 2 i < z, ā < z, z̄ >>, β(z)u =
2 i < z, ā u >. Ïîëó÷àåì X1 = (aw + A(z, z), 2 i < z, ā w >).
Âåñ 2. f3 = B(w)z + b(z, z, z), g4 = α(z, z, z, z) + β(z, z)w + r(w,w). Èç
óñëîâèÿ (8) ïîëó÷àåì, ÷òî α(z, z, z, z) = 0, β(z, z)u = 0, b(z, z, z) = 0
, à òàêæå Re < B(u)z, z̄ >= r(< z, z̄ >, u) Im < B(< z, z̄ >)z, z̄ >= 0.
Ïîëó÷àåì X2 = (B(w) z, r(w,w)) ñ íàéäåííûìè óñëîâèÿìè.
Âåñ 3. f4 = d(w,w) + D(w)(z, z) + e(z, z, z, z), g5 = α(z, z, z, z, z) +
β(z, z, z)w + γ(z)(w,w). Èç óñëîâèÿ (8) ïîëó÷àåì, ÷òî α(z, z, z, z, z) =
0, β(z, z, z)(u) = 0, e(z, z, z, z) = 0 , à òàêæå

γ(z)(u, u) = 2 i < z, d̄(u, u) >,

< D(u)(z, z), z̄ >= 4 i < z, d̄(< z, z̄ >, u) >, < D(< z, z̄ >)(z, z), z̄ >= 0.

Ïîëó÷àåì X3 = (d(w,w) + D(w)(z, z), 2 i < z, d̄(w,w) >) ñ íàéäåííûìè
óñëîâèÿìè.

Èòàê, ïîëó÷àåì

Óòâåðæäåíèå 8: (a) ÅñëèQ � íåâûðîæäåííàÿ êâàäðèêà, òî ìëàäøèå
âåñîâûå êîìïîíåíòû autQ èìåþò âèä

X−2 = (0, q), q ∈ Rk,

X−1 = (p, 2 i < z, p̄ >), p ∈ Cn,

X0 = (Cz, ρw), C ∈ gl(n,C), ρ ∈ gl(k,R), 2 Re < C z, z̄ >= ρ < z, z̄ >,

X1 = (aw + A(z, z), 2 i < z, ā w >), < A(z, z), z̄ >= 2 i < z, ā < z, z̄ >>,

X2 = (B(w) z, r(w,w)), Re < B(u)z, z̄ >= r(< z, z̄ >, u), Im < B(< z, z̄ >)z, z̄ >= 0,

X3 = (d(w,w) +D(w)(z, z), 2 i < z, d̄(w,w) >),

< D(u)(z, z), z̄ >= 4 i < z, d̄(< z, z̄ >, u) >, < D(< z, z̄ >)(z, z), z̄ >= 0 (9)

(b) Q - íå ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åäèí-
ñòâåííûì ðåøåíèåì (9) ÿâëÿåòñÿ D(u) = 0 è d(u, u) = 0.

Ëåììà 9 : (a) Åñëè Q � íåâûðîæäåííàÿ êâàäðèêà, òî

D(< z, p̄ >)(z, z) = 0.
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(b) Q - íå ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åäèí-
ñòâåííûì ðåøåíèåì

D(< z, p̄ >)(z, z), z̄ = 0, < D(u)(z, z), z̄ >= 4 i < z, d̄(< z, z̄ >, u) > .
(10)

ÿâëÿåòñÿ D(u) = 0 è d(u, u) = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî: Äîêàæåì (a). Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå êîììóòà-
òîðà äàåò [X3, X−1] = (F (z, w), G(z, w)), ãäå

F = −2 d(2i < z, p̄ >, w)−D(2i < z, p̄ >)(z, z)− 2D(w)(z, p),

G = (2 i < d(w,w) +D(w)(z, z), p̄ > −2 i < p, d̄(w,w) > −4 i < z, d̄(2i < z, p̄ >, w) > .

Êîììóòàòîð ïîëÿ âåñà 3 ñ ïîëåì âåñà (-1) ýòî ýëåìåíò g2. Íàì èçâåñòíî,
÷òî z-êîîðäèíàòà òàêîãî ïîëÿ íå ñîäåðæèò êóáè÷åñêèõ ôîðì îò z, ïîýòî-
ìó D(< z, p̄ >)(z, z) = 0. Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò (b). Ëåììà äîêàçàíà.

ÏóñòüD(u)(z, z) = D1(z, z)u1+. . .+Dk(z, z)uk, ãäåDj(z, z) = (D1
j (z, z), . . . , Dn

j (z, z))
- âåêòîðçíà÷íàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà. Òîãäà ïåðâîå ñîîòíîøåíèå (10)
ïðèíèìàåò âèä

(H1z · p̄)D1(z, z) + . . .+ (Hkz · p̄)Dk(z, z) = 0 (11)

Ïðè ýòîì ν-ÿ êîîðäèíàòà (11) âûãëÿäèò òàê

(H1z · p̄)Dν
1(z, z) + . . .+ (Hkz · p̄)Dν

k(z, z) = 0 (12)

Óáèðàÿ ñâåðòêó ñ íåçàâèñèìûì ïàðàìåòðîì p̄, ïîëó÷àåì âåêòîðíîå ñîîò-
íîøåíèå âèäà

Dν
1(z, z)H1z + . . .+Dν

k(z, z)Hkz = 0 (13)

Êâàäðàòè÷íîé âåêòîð-ôîðìå d(u, u) îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ñèì-
ìåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ âåêòîð-ôîðìà

d(u, U) =
∑
αβ

dαβ uα Uβ =
∑
β

δβ(u)Uβ, δβ(u) =
∑
α

dαβ uα, dαβ ∈ Cn.

Åñëè D(u) = 0, òî óñëîâèå íà ôîðìó d(u, u) ìîæíî çàïèñàòü òàê

< z, δ̄j(< z, z̄ >) >= 0, j = 1, . . . , k.
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Ïîñêîëüêó âñå êîýôôèöèåíòû ôîðìû d óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó è òîìó
æå ñîîòíîøåíèþ çàïèøåì åãî â ñâîáîäíîì îò óêàçàíèÿ íà èíäåêñ âèäå.

< z, δ̄(< z, z̄ >) >= 0, δ(u) = u1 α1 + . . .+ uk αk, (14)

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îïèñàòü g3 ïðè óñëîâèè D(z, z) = 0 íóæíî îïè-
ñàòü âñå íàáîðû (δ1(u), . . . , δk(u)) ëèíåéíûõ Cn-çíà÷íûõ ôîðì , òàêèõ,
÷òî êàæäàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (14), à âñÿ ñîâîêóïíîñòü óäî-
âëåòâîðåò óñëîâèþ ñèììåòðè÷íîñòè áèëèíåéíîé ôîðìû d(u, U), à èìåííî
dαβ = dβα.

Ïðåæäå, ÷åì ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ èíòåðåñóþùåãî íàñ ñëó÷àÿ êî-
ðàçìåðíîñòè òðè, ðàññìîòðèì â íàøåì êîíòåêñòå ñëó÷àè k = 1 è k = 2.

Ñëó÷àé k=1. Åñëè k = 1, òî ïåðâîå ñîîòíîøåíèå (10) ïðèíèìàåò âèä
D(z, z) < z, p̄ >= 0, îòêóäà ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî D = 0 Ïîñëå âòîðîå
ñîîòíîøåíèå ïðèíèìàåò âèä < d(< z, z̄ >, u), z̄ >=< α, z̄ >< z, z̄ > u = 0.
Îòêóäà ñðàçó ïîëó÷àåì d = 0 è g3 = 0.

Ñëó÷àé k=2. Ïîëîæèì

Pz = H1z, Qz = H2z, Pz = (p1(z), ..., pn(z)), Qz = (q1(z), ..., qn(z)).

Òîãäà (13) ïðèíèìàåò âèä

l(z, z)Pz +m(z, z)Qz = 0, l(z, z) = Dν
1(z, z), m(z, z) = Dν

2(z, z)

Ïóñòü íàéäåòñÿ òàêîå µ, ÷òî pµ(z) = α(z) íå ïðîïîðöèîíàëüíî qµ =
β(z). Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî l(z, z) = λ(z) β(z), m(z, z) = −λ(z)α(z). Åñ-
ëè λ(z) 6= 0, òî ïîëó÷àåì β(z)H1z = α(z)H2 z, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
H1z = α(z)A, H2z = β(z)A.

Ñôîðìóëèðóåì ëåììó, êîòîðàÿ ïîíàäîáèòñÿ íàì çäåñü è â äàëüíåé-
øåì.

Ëåììà 10: (a) Åñëè ýðìèòîâà ìàòðèöà H èìååò ðàíã 1, ò.å. Hz =
l(z)A, l 6= 0, A 6= 0, òî l(z) = ρ (z · Ā), ρ 6= 0, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýðìèòîâà
ôîðìà èìååò âèä

(Hz · z̄) = ρ |(z · Ā)|2, ρ ∈ R.
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(b) (a) Åñëè ýðìèòîâà ìàòðèöà H èìååò ðàíã 2, ò.å. Hz = l(z)A+m(z)B,
ïðè÷åì l è m � ëèíåéíî íåçàâèñèìû rank(A,B) = 2, òî l(z) = ρ (z ·
Ā), m(z) = τ (z · B̄), ïàðàìåòðû ρ è τ � âåùåñòâåííû è íå ðàâíû íóëþ, à
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýðìèòîâà ôîðìà èìååò âèä

(Hz · z̄) = ρ |(z · Ā)|2 + τ |(z · B̄)|2.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàíã ýðìèòîâîé ôîðìû èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî íåâû-
ðîæäåííûõ ëèíåéíûõ çàìåí. Ïðèâåäåì ôîðìû ê äèàãîíàëüíîìó âèäó.
×èñëî íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ â ïåðâîì ñëó÷àå ðàâíî îäíîìó, âî âòî-
ðîì � äâóì. Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíûì êîîðäèíàòàì ïîëó÷àåì îáà óòâåð-
æäåíèÿ ëåììû.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé

(Pz · z̄) = τ1|(z · Ā)|2, (Qz · z̄) = τ2|(z · Ā)|2,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ íåâûðîæäåííîñòè, ïîýòîìó D = 0.

Çàïèøåì (14), ïîëó÷èì

(Pz · z̄) < z, ᾱ1 > +(Qz · z̄) < z, ᾱ2 >= 0 (15)

Ïàðà âåêòîðîâ (α1, α2) ìîæåò èìåòü ðàíã íîëü, îäèí èëè äâà. Íîëü � ýòî
çíà÷èò, ÷òî δ = 0. Ïóñòü � îäèí, òîãäà âåêòîðà ïðîïîðöèîíàëüíû, ïóñòü
α2 = λα1, α1 6= 0. Èç (20) ïîëó÷àåì

((Pz · z̄) + λ̄ (Qz · z̄)) < z, ᾱ1 >= 0

Îòêóäà ñëåäóåò ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü P è Q, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ
íåâûðîæäåííîñòè ïàðû (P,Q).

Ïóñòü òåïåðü (α1, α2) � ëèíåéíî íåçàâèñèìû (n ≥ 2). Âûáåðåì áàçèñ â
Cn âèäà (α1, α2, . . .). Ïóñòü pj(z) � ýòî j-ÿ êîîðäèíàòà Pz â ýòîì áàçèñå,
à qj(z) � ýòî j-ÿ êîîðäèíàòà Qz. Òîãäà (20) ïðèìåò âèä

p1(z)Pz + p2(z)Qz = 0, q1(z)Pz + q2(z)Qz = 0 (16)

Âûïèøåì ïåðâóþ êîîðäèíàòó ïåðâîãî ðàâåíñòâà è âòîðóþ � âòîðîãî.
Èìååì

(p1(z))2 + p2(z) q1(z) = 0, (q2(z))2 + p2(z) q1(z) = 0
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Åñëè p1 = 0, òî, êàê ñëåäóåò èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà p2 = 0 (èíà÷å q1 = 0
è α1 ïîïàäàåò â îáùåå ÿäðî). Òåïåðü èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî
q2 = 0 è α2 ïîïàäàåò â îáùåå ÿäðî. Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò p1 è q2 íå ðàâíû
íóëþ, íî òîãäà èç (16) è íåâûðîæäåííîñòè ñëåäóåò, ÷òî p2 è q1 òàêæå íå
ðàâíû íóëþ. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ëåììó 3 ê ïåðâîìó ðàâåíñòâó (16) , âèäèì,
÷òî âîçìîæåí òîëüêî âàðèàíò (b.2), ò.å. Pz = p2(z)A, Qz = −p1(z)A.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 6 ôîðìû (Pz · z̄) è (Qz · z̄) ïðîïîðöèîíàëüíû
|(z · Ā)|2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ íåâûðîæäåííîñòè.

Òàêèì îáðàçîì äëÿ k = 2 êîìïîíåíòà g3 = 0.

Â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì (10) äëÿ ìàëûõ k côîðìóëèðóåì åùå íåñêîëüêî
î÷åâèäíûõ âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Ëåììà 11: Ïóñòü m(z)P z = l(z)Qz, ãäå P è Q � êâàäðàòíûå ìàò-
ðèöû, à m è l � ñêàëÿðíûå ëèíåéíûå ôîðìû, òîãäà ðåàëèçóåòñÿ îäíà èç
ñëåäóþùèõ âîçìîæíîñòåé:
(a) m(z)P z = l(z)Qz = 0 � â êàæäîé ïàðå õîòÿ áû îäèí èç ñîìíîæèòå-
ëåé ðàâåí íóëþ (4 âàðèàíòà).
(b.1) Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü. P z = λQz 6= 0, m(z) = λ l(z) 6= 0.
(b.2) Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü. P z = l(z)A, Q z = m(z)A, A 6= 0 ,
ôîðìû l è m íå ïðîïîðöèîíàëüíû.

Ëåììà 12: Ïóñòü m(z)A = l(z)B, ãäå A è B � âåêòîðà, à m è l �
ñêàëÿðíûå ëèíåéíûå ôîðìû, òîãäà ðåàëèçóåòñÿ îäíà èç ñëåäóþùèõ âîç-
ìîæíîñòåé:
(a) m(z)A = l(z)B = 0 � â êàæäîé ïàðå õîòÿ áû îäèí èç ñîìíîæèòåëåé
ðàâåí íóëþ (4 âàðèàíòà).
(b) Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü. B = λA 6= 0, m(z) = λ l(z) 6= 0.

Ïóñòü I(l1(z), l2(z)) � èäåàë â êîëüöå ïîëèíîìîâ îò z, ïîðîæäåííûé
äâóìÿ ëèíåéíûìè ôîðìàìè l1 è l2.

Ëåììà 13: (a) l(z) ∈ I(l1(z), l2(z)) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà l(z) =
λ1 l1(z) + λ2 l2(z).
(b) Èäåàë I(l1(z), l2(z)) � ïðîñò, ò.å. åñëè p(z) q(z) ∈ I(l1(z), l2(z)), òî ëèáî

14



p(z) ∈ I(l1(z), l2(z)), ëèáî q(z) ∈ I(l1(z), l2(z)).

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ êîðàçìåðíîñòè k = 3.

Ïóñòü
< z, z̄ >= ((Pz · z̄), (Qz · z̄), (Rz · z̄))

Ñîîòíîøåíèå (13) ïðèìåò âèä

l(z, z)Pz +m(z, z)Qz + n(z, z)Rz = 0 (17)

Ëåììà 14: Ñîîòíîøåíèå (17) íåâîçìîæíî äëÿ ëèíåéíî çàâèñèìûõ
(l,m, n).
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü rank(l,m, n) = 1, ò.å.

l(z, z) = λϕ(z, z), m(z, z) = µϕ(z, z), n(z, z) = ν ϕ(z, z), ϕ(z, z) 6= 0.

Òîãäà λPz + µQz + ν Rz = 0. Ïðîòèâîðå÷èå.
Ïóñòü rank(l,m, n) = 2, ò.å. (äëÿ îïðåäåëåííîñòè) n(z, z) = λ l(z, z) +
µm(z, z), ãäå l è m � íåïðîïîðöèîíàëüíû. Èìååì

l(z, z)(Pz + λRz) +m(z, z)(Qz + µRz) = 0.

Ïóñòü l è m � íå âçàèìíî ïðîñòû, ò.å.

l(z, z) = α(z) γ(z), m(z, z) = β(z) γ(z),

ãäå α è β � íåïðîïîðöèîíàëüíû γ 6= 0. Ïîëó÷àåì

α(z)(Pz + λRz) + β(z)(Qz + µRz) = 0.

Îòêóäà ñëåäóåò (ëåììà 11), ÷òî

(Pz + λRz) = β(z)A, (Qz + µRz) = −α(z)A, A ∈ Cn.

Åñëè λ è µ � âåùåñòâåííû, òî ìàòðèöû, êîòîðûå ñòîÿò â ëåâûõ ÷àñòÿõ
ýòèõ ðàâåíñòâ � ýðìèòîâû è ïî ëåììå 10 α(z) è β(z) ïðîïîðöèîíàëüíû
(z · Ā). Ïðîòèâîðå÷èå.
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Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë λ è µ � íå âåùåñòâåííî, íàïðèìåð λ, òî,
îòäåëÿÿ â (Pz · z̄ + λRz · z̄) = β(z)A · z̄ ìíèìóþ ÷àñòü ïîëó÷àåì

(Imλ)Rz · z̄ = Im(β(z)A · z̄)

Îòêóäà ïî ëåììå 10 ïîëó÷àåì, ÷òî β(z) ïðîïîðöèîíàëüíà z · Ā, îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî âñå òðè ýðìèòîâû ôîðìû (Pz · z̄, Qz · z̄, Rz · z̄) ïðîïîðöèî-
íàëüíû |z · Ā|2. Ïðîòèâîðå÷èå.
Ïóñòü l è m � âçàèìíî ïðîñòû, òîãäà (Pz + λRz) = (Qz + µRz) = 0.
Ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà äîêàçàíà.

Äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî (l(z, z),m(z, z), n(z, z)) � ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Ðàññìîòðèì èäåàëû, ïîðîæäåííûå ïàðàìè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì

I1 = (m,n), I2 = (l, n), I3 = (l,m)

è ìíîæåñòâà èõ íóëåé V1, V2, V3. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ôîðì îçíà÷àåò,
÷òî

l(z, z) /∈ I1, m(z, z) /∈ I2, n(z, z) /∈ I3. (18)

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà íóëåé ýòèõ èäåàëîâ

V1 = {m(z, z) = n(z, z) = 0}, V2 = {l(z, z) = n(z, z) = 0}, V3 = {l(z, z) = m(z, z) = 0}

Ëåììà 15: Ïóñòü ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Cn íå ìåíüøå 4 è l íå
åñòü òîæäåñòâåííûé íîëü íà V1, m íå åñòü òîæäåñòâåííûé íîëü íà V3, n
íå åñòü òîæäåñòâåííûé íîëü íà V3. Òîãäà ñîîòíîøåíèå (17) íåâîçìîæíî.
Äîêàçàòåëüñòâî: Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (17) ñëåäóåò, ÷òî Pz = 0 íà
íåïóñòîì ìíîæåñòâå

V ′1 = {z ∈ Cn : m(z, z) = n(z, z) = 0, l(z, z) 6= 0}.

Ïîýòîìó Pz = 0 è íà ìíîæåñòâå {z ∈ Cn : m(z, z) = n(z, z) = 0}, êîòîðîå
ëåæèò â çàìûêàíèè V1. Â ñèëó àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé äëÿ Qz è Rz
âñå òðè ëèíåéíûõ îïåðàòîðà îáðàùàþòñÿ â íîëü íà

{z ∈ Cn : m(z, z) = n(z, z) = l(z, z) = 0},

êîòîðîå èìååò ðàçìåðíîñòü íå íèæå (n − 3) è, ïîýòîìó ñîäåðæèò z 6= 0.
Ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà äîêàçàíà.
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Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà õîòÿ áû îäíî èç òðåõ óñëîâèé ïðåäû-
äóùåé ëåììû íàðóøåíî. Ïóñòü, íàïðèìåð, l = 0 íà V1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
(l,m, n) � ëèíåéíî íåçàâèñèìû è l /∈ I1 èç ýòîãî ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî I1 íå
ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëüíûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäè ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé
m è n åñòü ïîëíûé êâàäðàò. Âìåñòå ñ óñëîâèåì îáðàùåíèÿ â íîëü l ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî îò ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôîðì (l,m, n) ìû ìîæåì ñ ïîìî-
ùüþ íåâûðîæäåííîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåéòè ê èõ ëèíåéíûì
êîìáèíàöèÿì âèäà

l′(z, z) = λ(z)µ(z), m′(z, z) = (µ(z))2, n′(z, z) = n(z, z)

ãäå ëèíåéíûå ôîðìû λ è µ - íåïðîïîðöèîíàëüíû. Ñîîòíîøåíèå (17) ïðè-
ìåò âèä

l′(z, z)P ′z+m′(z, z)Q′z+n′(z, z)R′z = λ(z)µ(z)Pz+(µ(z))2Qz+n(z, z)Rz = 0
(19)

ãäå (P ′z,Q′z, R′z) ïîëó÷åíû èç (Pz,Qz,Rz) íåâûðîæäåííûì ëèíåéíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì.

Ëåììà 16: Åñëè ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Cn íå ìåíüøå 4 è îäíî
èç òðåõ óñëîâèé ëåììû 15 íàðóøåíî, òî âûïîëíåíèå (17) � íåâîçìîæíî.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü n(z, z) äåëèòñÿ íà µ(z), ò.å. n(z, z) = µ(z) ν(z),
ïðè÷åì (λ(z), µ(z), ν(z)) � ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà (19) ïðèíèìàåò
âèä

λ(z)Pz + µ(z)Qz + ν(z)Rz = 0.

Òîãäà, òàêæå êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 15 ïîêàæåì, ÷òî âñå òðè
îïåðàòîðà îáðàùàþòñÿ â íîëü íà ïîäïðîñòðàíñòâå

λ(z) = µ(z) = ν(z) = 0

ïîëîæèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè. Ýòî îçíà÷àåò íàëè÷èå îáùåãî ÿäðà ó èñ-
õîäíîé òðîéêè îïåðàòîðîâ. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü òåïåðü n(z, z) íå äåëèòñÿ íà µ(z), èìååì

µ(z)(λ(z)Pz + µ(z)Qz) + n(z, z)Rz = 0.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

Rz = µ(z)A, (λ(z)Pz + µ(z)Qz) + n(z, z)A = 0, A 6= 0.
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Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî n(z, z) = α(z)λ(z) + β(z)µ(z). Òîãäà èìååì

λ(z)(Pz + α(z)A) + µ(z)(Qz + β(z)A) = 0.

Îòêóäà, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîëó÷àåì

(Pz + α(z)A) = µ(z)B, (Qz + β(z)A) = −λ(z)B.

Èòîãî

Pz = −α(z)A+ µ(z)B, Qz = −β(z)A)− λ(z)B,Rz = µ(z)A.

Ò.å. (Pz,Qz,Rz) ëåæàò â ëèíåéíîé îáîëî÷êå äâóõ ïîñòîÿííûõ âåêòîðîâ
(A,B). Îò (Pz,Qz,Rz) ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåííîãî ëèíåéíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ìîæíî ïåðåéòè ê èñõîäíûì ýðìèòîâûì ìàòðèöàì, êîòîðûå
ôèãóðèðóþò â ñîîòíîøåíèè (17). Ïðè ýòîì âåêòîðàì (A,B) áóäóò ñîîò-
âåòñòâîâàòü äâà ïðîñòîÿííûõ âåêòîðà (A′, B′). Â òàêîì ñëó÷àå, êàê ñëå-
äóåò èç ëåììû 10, âñå òðè ýðìèòîâûõ ôîðìû åñòü ëèíåéíûå êîìáèíàöèè
|(z · Ā′|2 è |(z · B̄′|2 è, ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíî çàâèñèìû. Ïðîòòâîðå÷èå.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 14, ëåììó 15, ëåììó 16 è òåîðåìó 7 ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå

Óòâåðæäåíèå 17: (a) Ïóñòü k = 3. Åñëè D(u)(z, z) óäîâëåòâîðÿåò
ñîîòíîøåíèþ (11), òî D(u)(z, z) = 0.
(b) Ïðè ýòîì g3 ñîñòîèò èç ïîëåé âèäà X = (d(w,w), 2 i < z, d̄(w,w) >),
ãäå < z, d̄(< z, z̄ >, u) >= 0.

Äëÿ k = 3 ôîðìà δ èìååò âèä.

δ(u) = α1 u1 + α2 u2 + α3 u3.

Çàïèøåì (14), ïîëó÷èì

(Pz · z̄) < z, ᾱ1 > +(Qz · z̄) < z, ᾱ2 > +(Rz · z̄) < z, ᾱ3 >= 0 (20)

Òðîéêà âåêòîðîâ (α1, α2, α3) ìîæåò èìåòü ðàíã íîëü, îäèí, äâà èëè òðè.
Íîëü � ýòî çíà÷èò, ÷òî δ = 0.

Ñëó÷àé 1 (ðàíã îäèí). Ïóñòü ðàíã ðàâåí îäíîìó, ò.å. αj = λj α, α ∈
Cn \ {0}, (λ1, λ2, λ3) 6= 0. Èç (20) ïîëó÷àåì

(λ̄1 (Pz · z̄) + λ̄2 (Qz · z̄) + λ̄3 (Rz · z̄)) < z, ᾱ >= 0
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Îòêóäà ñëåäóåò ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü (P,Q,R), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëî-
âèþ íåâûðîæäåííîñòè ýòîãî íàáîðà.

Ñëó÷àé 2 ( ðàíã äâà). Ïóñòü ðàíã ðàâåí äâóì. Ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
α3 = λ̄ α1 + µ̄ α2, ãäå âåêòîðà α1, α2 - ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Èç (20) ïîëó-
÷àåì

((Pz · z̄) + λ (Rz · z̄)) < z, ᾱ1 > +((Qz · z̄) + µ (Rz · z̄)) < z, ᾱ2 >= 0.

Âûáåðåì â Cn áàçèñ âèäà (α1, α2, . . .). Çàïèñûâàÿ (20), ïîëó÷àåì

p1(z) ((Pz · z̄) + λ (Rz · z̄)) + p2(z) ((Qz · z̄) + µ (Rz · z̄)) = 0,

q1(z) ((Pz · z̄) + λ (Rz · z̄)) + q2(z) ((Qz · z̄) + µ (Rz · z̄)) = 0,

r1(z) ((Pz · z̄) + λ (Rz · z̄)) + r2(z) ((Qz · z̄) + µ (Rz · z̄)) = 0. (21)

Èç óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè íàáîðà (P,Q,R) ñëåäóåò, ÷òî â êàæäîé
ïàðå (p1, p2), (q1, q2), (r1, r2) ëèáî îáå ôîðìû ðàâíû íóëþ, ëèáî � íåïðî-
ïîðöèîíàëüíû. Ïóñòü r1 = r2 = 0. Òîãäà çàïèñûâàÿ ïåðâóþ êîîðäèíàòó
ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ è âòîðóþ � âòîðîãî è ïðèìåíÿÿ ëåììó 5, ïîëó÷à-
åì, ÷òî p1 ïðîïîðöèîíàëüíà p2, à q1 ïðîïîðöèîíàëüíà q2. Òàêèì îáðàçîì
âñå ýòè ôîðìû ðàâíû íóëþ, à ýòî îçíà÷àåò ÷òî îáà âåêòîðà α1 è α2 -
ñîäåðæàòñÿ â ÿäðå < z, z̄ >. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò, ÷òî (r1, r2) �
íåïðîïîðöèîíàëüíû. Òîãäà èç ëåììû 3 è óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè èç
òðåòüåãî ñîîòíîøåíèÿ (21) ïîëó÷àåì

P z + λR z = r2(z)A, Q z + µR z = −r1(z)A, A 6= 0 (22)

Ïîäñòàâëÿÿ (22) â ïåðâîå è âòîðîå ñîîòíîøåíèÿ (21) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
A 6= 0, ïîëó÷àåì

(p1(z) r2(z)− p2(z) r1(z)) (A · z̄)) = 0, (q1(z) r2(z)− q2(z) r1(z)) (A · z̄)) = 0.

Ó÷èòûâàÿ íåïðîïîðöèîíàëüíîñòü r1 è r2, ïîëó÷àåì

p1(z) = ν r1(z), p2(z) = ν r2(z), q1(z) = κ r1(z), q2(z) = κ r2(z).

Âûïèñûâàÿ ïåðâóþ è âòîðóþ êîîðäèíàòû (22), ïîëó÷àåì

ν r1(z) + λ r1(z) = a1 r2(z), ν r2(z) + λ r2(z) = a2 r2(z),

κ r1(z) + µ r1(z) = a1 r1(z), κ r2(z) + µ r2(z) = a2 r1(z).
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Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

ν = −λ, κ = −µ, a1 = a2 = 0.

Ïåðåïèøåì (22) â âèäå

(Pz · z̄) +λ (Rz · z̄) = r2(z) (A · z̄), (Qz · z̄) +µ (Rz · z̄) = −r1(z) (A · z̄) (23)

Åñëè êîýôôèöèåíòû λ è µ � âåùåñòâåííû, òî èç ëåììû 6 ñëåäóåò, ÷òî
îáå ôîðìû r1 è r2 ïðîïîðöèîíàëüíû (z · Ā). Ïðîòèâîðå÷èå. Ïóñòü, äàëåå,
ëèøü îäíî èç íèõ âåùåñòâåííî, ñêàæåì, µ, à L = Imλ 6= 0. Òîãäà èç âòî-
ðîãî ñîîòíîøåíèÿ (23) ïîëó÷àåì, ÷òî r1(z) = τ (z · Ā). Îòäåëÿÿ ìíèìóþ
÷àñòü ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ (23) ïîëó÷àåì, ÷òî

(Rz · z̄) =
1

L
Im (r2(z) (A · z̄)).

Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó,÷òî

rj(z) =
1

2 i L
(r2(z) aj − (z · Ā) r̄j2).

Äëÿ j = 2 ïîëó÷àåì

r2(z) =
r̄22

2 i L
(z · Ā).

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî r1 è r2 ïðîïîðöèîíàëüíû. Ïðîòèâîðå÷èå.
Ïóñòü òåïåðü L = Imλ 6= 0 è M = Imµ 6= 0. Îòäåëÿÿ ìíèìóþ ÷àñòü

ïåðâîãî è âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (23) ïîëó÷àåì, ÷òî

(Rz · z̄) =
1

L
Im (r2(z) (A · z̄)) = − 1

M
Im (r1(z) (A · z̄)).

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

(z · Ā) (L r1(z) +M r2(z)) = (z · Ā) (L r1(z) +M r2(z)).

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

r2(z) = − L

M
r1(z) + ν (z · Ā).

Îòäåëÿÿ òåïåðü âåùåñòâåííûå ÷àñòè ñîîòíîøåíèé (23), ïîäñòàâëÿÿ òóäà
ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ äëÿ (Rz · z̄) è r2(z), ìû ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ
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(Pz · z̄) è (Qz · z̄). Â ðåçóëüòàòå ìû âèäèì, ÷òî âñå òðè ýðìèòîâûõ ôîðìû
ïðîïîðöèîíàëüíû Im (r1(z) (A · z̄)). Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëó÷àé 3 (ðàíã òðè). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî n ≥ 3. Òî, ÷òî íå
ñóùåñòâóåò êîíòðïðèìåðà CR-ðàçìåðíîñòè n ≤ 2 � õîðîøî èçâåñòíî.
Âûáåðåì â Cn áàçèñ âèäà (α1, α2, α3, . . .). Ñîîòíîøåíèå (20) ïðèìåò âèä

p1(z) (Pz · z̄) + p2(z) (Qz · z̄) + p3(z) (Rz · z̄) = 0,

q1(z) (Pz · z̄) + q2(z) (Qz · z̄) + q3(z) (Rz · z̄) = 0,

r1(z) (Pz · z̄) + r2(z) (Qz · z̄) + r3(z) (Rz · z̄) = 0. (24)

Èëè æå â âåêòîðíîé ôîðìå

p1(z)Pz + p2(z)Qz + p3(z)Rz = 0,

q1(z)Pz + q2(z)Qz + q3(z)Rz = 0,

r1(z)Pz + r2(z)Qz + r3(z)Rz = 0. (25)

Çàïèøåì ïåðâóþ êîîðäèíàòó ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ (25), âòîðóþ � âòîðî-
ãî, òðåòüþ � òðåòüåãî, ïîëó÷àåì

p21 + p2 q1 + p3 r1 = 0,

q1 p2 + q22 + q3 r2 = 0,

r1 p3 + r2 q3 + r23 = 0.

Îòêóäà ñ ïîìîùüþ ëåììû 5 ïîëó÷àåì

p1(z) = α2 p2(z) + α3 p3(z),

q2(z) = β1 q1(z) + β3 q3(z),

r3(z) = γ1 r1(z) + γ2 r2(z).

Òîãäà (25) ïðèíèìàåò âèä

p2(z) (Q+ α2 P ) z + p3(z) (R + α3 P ) z = 0,

q1(z) (P + β1Q) z + q3(z) (R + β3Q) z = 0,

r1(z) (P + γ1R) z + r2(z) (Q+ γ2R) z = 0 (26)

Èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè (P,Q,R) ñëåäóåò, ÷òî â êàæäîé ïàðå

(p2, p3), (q1, p3), (r1, r2)
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ëèáî îáå ôîðìû îäíîâðåìåííî ðàâíû íóëþ, ëèáî íåïðîïîðöèîíàëüíû.
Ñëó÷àé 3.0. Âñå òðè ïàðû îáðàòèòüñÿ â íîëü íå ìîãóò, ò.ê. ýòî îçíà÷à-

ëî áû ÷òî âñå òðè ïåðâûõ áàçèñíûõ âåêòîðà ïîïàëè â îáùåå ÿäðî. Òàêèì,
îáðàçîì îäíà èç òðåõ ïàð - íåíóëåâàÿ è íåïðîïîðöèîíàëüíàÿ. Ïóñòü ýòî
(r1, r2).

Ñëó÷àé 3.1. Ïóñòü îáå îñòàâøèåñÿ ïàðû � íóëåâûå. Çàïèøåì ïåðâóþ
êîîðäèíàòó òðåòüåãî ñîîòíîøåíèÿ (26), ïîëó÷èì γ1 r

2
1 + γ2 r1 r2 = 0. Îò-

êóäà ñëåäóåò, ÷òî γ1 = γ2 = 0. Òîãäà ñ ïîìîùüþ ëåììû 3 è íåâûðîæäåí-
íîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî P z = r2(z)A, Q z = −r1(z)A, A 6= 0, à èç ëåììû 6,
÷òî êàê r1, òàê è r2 ïðîïîðöèîíàëüíû (z · Ā). Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëó÷àé 3.2 Ïóñòü òîëüêî îäíà ïàðà îáðàòèëàñü â íîëü, ñêàæåì p1 =
p2 = 0, à ôîðìû (q1, q3), òàêæå êàê è (r1, r2) � ïîïàðíî íåïðîïîðöèî-
íàëüíû. Çàïèøåì ïåðâóþ êîîðäèíàòó âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (26), ïîëó-
÷èì β1 q

2
1+q3 r1+β3 q3 q1 = 0.Îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî r1 = ν q1. Çàïèøåì

ïåðâóþ êîîðäèíàòó òðåòüåãî ñîîòíîøåíèÿ (26), ïîëó÷èì γ1 r
2
1 + r2 (q1 +

γ2 r1) = 0. Îòêóäà, ââèäó òîãî ÷òî r2 íåïðîïîðöèîíàëüíà r1 ñëåäóåò, ÷òî
γ1 = 0, γ2 = −1, ò.å. r3 = −r2. Èç ñîîòíîøåíèÿ r1(z)P z+r2(z) (R−Q) z =
0 ñëåäóåò, ÷òî rj = qj, j = 1, 2, 3, β1 = 0, β3 = −1, ò.å. q2 = −q3. Îòêóäà
ïîëó÷àåì, ÷òî r1(z)P z + r2(z) (Q−R) z = 0, ò.å. R = Q. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëó÷àé 3.3. Ïóñòü âñå òðè ïàðû ïîïàðíî íåïðîïîðöèîíàëüíû. Òîãäà
èç (26), ëåììû 3 è íåâûðîæäåííîñòè ïîëó÷àåì

(Q+ α2 P ) z = −p3(z)A, (R + α3 P ) z = p2(z)A,

(P + β1Q) z = −q3(z)B, (R + β3Q) z = q1(z)B,

(P + γ1R) z = −r2(z)C, (Q+ γ2R) z = r1(z)C, (27)

ãäå A,B,C � òðè íåíóëåâûõ âåêòîðà. Âûïèñûâàÿ äëÿ ïåðâîãî ðàâåíñòâà
òðåòüþ êîîðäèíàòó, äëÿ âòîðîãî � âòîðóþ, äëÿ òðåòüåãî � òðåòüþ, äëÿ
÷åòâåðòîãî � ïåðâóþ, äëÿ ïÿòîãî � âòîðóþ è äëÿ øåñòîãî � ïåðâóþ, ïî-
ëó÷èì ñëåäóþùèé íàáîð ñîîòíîøåíèé

q3(z) = −(α2 + a3) p3(z), (α2 + a3)(β1 + b3) = 1, (28)

r2(z) = (a2 − α3) p2(z), (α3 − a2)(γ1 + c2) = 1,

r1(z) = (b1 − β3) q1(z), (b1 − β3)(c1 − γ2) = 1.

Òàêèì îáðàçîì âñå äåâÿòü ëèíåéíûõ ôîðì (p1, p2, p3, q1, q2, q3, r1, r2, r3)
ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè òðåõ (q1, p2, p3).

p1 = α2 p2 + α3 p3, q2 = β1 q1 − β3 (a3 + α2)p3, q3 = −(α2 + a3) p3,
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r1 = (b1 − β3) q1, r2 = (a2 − α3) p2, r3 = γ1 (b1 − β3) q1 + γ2 (a2 − α3) p2.

À òàêæå ïîëó÷àåì, ÷òî

β1 =
1

α2 + a3
− b3, γ1 =

1

α3 − a2
− c2, γ2 =

1

β3 − b1
+ c1,

ãäå çíàìåíàòåëè íå îáðàùàþòñÿ â íîëü.
Â òàêîì ñëó÷àå âñå âîñåìíàäöàòü ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ èç ïåð-

âûõ òðåõ êîîðäèíàò (27) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó L(q1, p2, p3) = 0
ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó (q1, p2, p3). Êîýôôèöèåíòû ýòîé ñèñòåìû
ðàöèîíàëüíî çàâèñÿò îò (a1, a2, a3, b1, b2, b3, c1, c2, c3) è (α2, α3, β3), çíàìå-
íàòåëè â ñèëó (28) â íîëü íå îáðàùàþòñÿ.

Ïðîíóìåðóåì ýòè óðàâíåíèÿ ïîäðÿä, ò.å. ïåðâàÿ êîîðäèíàòà ïåðâîé
ãðóïïû, âòîðàÿ êîîðäèíàòà ïåðâîé ãðóïïû, òðåòüÿ êîîðäèíàòà ïåðâîé
ãðóïïû, ïåðâàÿ êîîðäèíàòà âòîðîé ãðóïïû è òàê äî òðåòüåé êîîðäèíàòû
øåñòîé ãðóïïû. Ïîëó÷èì

l1j q1 + l2j p2 + l3j p3 = 0, j = 1, . . . , 18.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðàíã ïàðû ôîðì (p2, p3) ðàâåí äâóì, ðàíã ïîëó÷åííîé ìàò-
ðèöû êîýôôèöèåíòîâ ðàçìåðîì 3× 18 ðàâåí åäèíèöå. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó
èç 34-õ óðàâíåíèé

e2j−3 = l2j l
1
1 − l1j l21, e2j−2 = l3j l

1
1 − l1j l31, j = 2, . . . , 18.

Ïóñòü Em - ÷èñëèòåëü âûðàæåíèÿ em. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç 34-õ ïîëèíî-
ìèàâëüíûõ ñîîòíîøåíèé íà 12 ïåðåìåííûõ. Em = 0, m = 1, . . . , 34. ×àñòü
ñîîòíîøåíèé (27) ìû èñïîëüçîâàëè âûøå. Íåïîñðåäñòâåííî óáåæäàåìñÿ,
÷òî

E3 = E4 = E7 = E8 = E15 = E17 = E18 = E26 = 0.

Ñèñòåìó èç îñòàâøèõñÿ 26 óðàâíåíèé îáîçíà÷èì

L(a1, a2, a3, b1, b2, b3, c1, c2, c3, α2, α3, β3) = 0. (29)

Ëåììà 18: (a) Ðåøåíèÿ ñèñòåìû (29) ýòî îáúåäèíåíèå òðåõ íåïðèâî-
äèìûõ êîìïîíåíò

a1 = a2 = a3 = α2 = α3 = 0,

a1 = a2 = a3 = b1 = b2 = b3 = α3 = 0,

a1 = a2 = a3 = b1 = b2 = b3 = c1 = c2 = c3 = α2 β3 + α3 = 0.
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(b) Íè îäíî èç ýòèõ ðåøåíèé íå ñîâìåñòèìî ñ óñëîâèåì ñëó÷àÿ (3.3.)
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóíêò (a) ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì àíàëèçîì ñè-
ñòåìû, êîòîðûé óïðîùàåòñÿ â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ÷òî ñðåäè óðàâíåíèé èìå-
þòñÿ óðàâíåíèÿ a3 = a2 è (c2−c1)(a2−α3) = 0. Ïîñêîëüêó èç (28) ñëåäóåò,
÷òî (a2 − α3) 6= 0, òî c2 = c1. Òàêæå ýòî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ñèñòåìû Maple.

Äàëåå, åñëè ðåøåíèå ïðèíàäëåæèò ïåðâîé èëè âòîðîé êîìïîíåíòå, òî
α3− a2 = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (28). Ïóñòü ðåøåíèå èç òðåòüåé êîìïîíåí-
òû. Òîãäà

β1 =
1

α2

, β3 = −α3

α2

, γ1 =
1

α3

, γ2 = −α2

α3

.

Ïðè ýòîì çàâèñèìûå ôîðìû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç (q1, p2, p3) ñëåäóþùèì
îáðàçîì

q2 = −α2 p2, q3 = −α2 p3, r1 = −α2 α3 p2,−α2
3 p3, r2 = −α3 p2, r3 = −α3 p3.

Èñïîëüçóåì ïåðâûå äâà ðàâåíñòâà (27), ÷òîáû âûðàçèòü Q è R.

Qz = −α2 P z − p3(z)A,

R z = −α3 P z + p2(z)A, (30)

Ðåçóëüòàò ïîäñòàâèì â îñòàâøèåñÿ ÷åòûðå, ïîëó÷èì.

B = − 1

α2

A, q1 = −α2
2 p2 − α2 α3 p3, C =

1

α2
3

A,
α2

α3

p2 = 0.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ò.ê. α2 6= 0. Ýòî ïðîòè-
âîðå÷èå çàâåðøàåò íàøå ðàññóæäåíèå.

Òåîðåìà 19: Åñëè Q � íåâûðîæäåííàÿ ìîäåëüíàÿ êâàäðèêà êîðàç-
ìåðíîñòè k = 3, òî ðàçëîæåíèå autQ íà âåñîâûå êîìïîíåíòû èìååò âèä

g−2 + g−1 + g0 + g1 + g2.

Äîêàçàòåëüñòâî: Êàê õîðîøî èçâåñòíî, ïîäàëãåáðà g− = g−2 + g−1 äëÿ
ëþáîé íåâûðîæäåííîé êâàäðèêè � ôóíäàìåíòàëüíà ïî Òàíàêå ([6], [7]).
Âûøå íàìè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî g3 = 0. Îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò òðèâèàëü-
íîñòü è âñåõ êîìïîíåíò ñ áóëüøèìè âåñàìè. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ðàññìîòðåííûå âûøå äîêàçàòåëüñòâà íåèñêëþ÷èòåëüíîñòè êâàäðèê
ìàëîé êîðàçìåðíîñòè èñïîëüçîâàëè òîëüêî âòîðîå ñîîòíîøåíèå (3). Êâàä-
ðèêàì ìàëûõ êîðàçìåðíîñòåé ïðîòèâîñòîÿò, â íåêîòîðîì ñìûñëå, êâàä-
ðèêè î÷åíü âûñîêèõ êîðàçìåðíîñòåé. Ñàìàÿ áîëüøàÿ êîðàçìåðíîñòü ïðè
ôèêñèðîâàííîì n � ýòî k = n2. Ýòî åäèíñòâåííàÿ êâàäðèêà, êîòîðàÿ çà-
äàåòñÿ áàçèñíûì íàáîðîì â ïðîñòðàíñòâå ýðìèòîâûõ ôîðì. Ââåäåì ñëå-
äóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïåðåìåííûõ ãðóïïû w.

wαα = uαα + i vαα, 1 ≤ α ≤ n.

wRαβ = uRαβ + i vRαβ, wIαβ = uIαβ + i vIαβ, 1 ≤ β < α ≤ n.

Òîãäà óðàâíåíèÿ êâàäðèêè ïðèìóò âèä

vαα = zα z̄α, 1 ≤ α ≤ n.

vRαβ = 2 Re zα z̄β, vIαβ = 2 Im zα z̄β, 1 ≤ β < α ≤ n.

Óòâåðæäåíèå 20: Åñëè Q � íåâûðîæäåííàÿ êâàäðèêà êîðàçìåðíî-
ñòè k = n2 (ïîñëåäíÿÿ êâàäðèêà), òî g+ = 0. Äðóãèìè ñëîâàìè òàêàÿ
êâàäðèêà ÿâëÿåòñÿ æåñòêîé.
Äîêàçàòåëüñòâî: Áóäåì âûäåëÿòü íåêîòîðûå êîîðäèíàòû â ïåðâîì âåê-
òîðíîì ñîîòíîøåíèè (3). Çàïèøåì (αα)-êîîðäèíàòó

Aα(u)(z, z) z̄α = 2 i zα ∆āα(u).

Èç äåëèìîñòè íà z̄α ñëåäóåò, ÷òî aα çàâèñèò òîëüêî îò uαα, ïðè÷åìAα(u)(z, z) =
2 i z2α ā

′
α(uαα). Çàïèøåì (α1)R-êîîðäèíàòó (3) äëÿ α > 1, ïîëó÷èì

ā′α(uαα) z2α z̄1 + ā′1(u11) z
2
1 z̄α = zα ā

′
1|z1|2 + z1 ā

′
α |zα|2

Ïîëó÷àåì, ÷òî a = const, A = 0. Îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî g1 = 0, à â
ñèëó ôóíäàìåíòàëüíîñòè, ÷òî è g+ = 0. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Îòìåòèì, ÷òî çäåñü, â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ìàëûì êîðàçìåðíîñòÿì,
ìû èñïîëüçîâàëè òîëüêî ïåðâîå ñîîòíîøåíèå (3), ïðè÷åì íåáîëüøóþ åãî
÷àñòü, è ñîâñåì íå èñïîëüçîâàëè âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (3). Ýòî íàáëþäå-
íèå ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ áîëüøèõ êîðàçìåðíîñòåé îñíîâíûå
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îãðàíè÷åíèÿ íà (a,A) ñëåäóþò èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ, à äëÿ ìàëûõ �
èç âòîðîãî.

4. RAQ-êâàäðèêè

Â ðàáîòå [10] áûë ðàññìîòðåí âåñüìà èíòåðåñíûé êëàññ êâàäðèê, ò.÷.
n = k (êîðàçìåðíîñòü ðàâíà CR-ðàçìåðíîñòè) � RAQ-êâàäðèêè. Òàêèå
êâàäðèêè íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñÿâèè ñ êîíå÷íîìåð-
íûìè âåùåñòâåííûìè êîììóòàòèâíûìè (àññîöèàòèâíûìè) àëãåáðàìè ñ
åäèíèöåé .

Ïóñòü A � òàêàÿ àëãåáðà ðàçìåðíîñòè n. Åñëè X è Y � ýëåìåíòû A,
òî ÷åðåç x · y îáîçíà÷èì èõ ïðîèçâåäåíèå êàê ýëåìåíòîâ àëãåáðû. Ïóñòü
Ac = A⊗C � êîìïëåêñèôèêàöèÿ A. Åñëè Z ∈ Ac, òî ÷åðåç Z̄ îáîçíà÷èì
êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, êàíîíè÷åñêè îïðåäåëåííîå â Ac. Êâàäðèêà, ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðå A èìååò âèä

Q = {(Z,W ) ∈ (Ac)2 : ImW = Z · Z̄}. (31)

Åñëè çàäàòü âîïðîñ òàê: êîãäà êâàäðèêà òèïà (n.n) èìååò òàêîé âèä?
Òî îòâåò � ýòî äâà óñëîâèÿ íà ôîðìó < z, z̄ >:
� âåùåñòâåííîñòü � â íåêîòîðûõ êîîðäèíàòàõ ôîðìà íà âåùåñòâåííûõ
âåêòîðàõ ïðèíèìàåò âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ,
� àññîöèàòèâíîñòü � << p, q >, r >=< p,< q, r >> äëÿ âñåõ p, q, r ∈ Rn.
Ïîýòîìó îíè è íàçûâàþòñÿ RAQ-êâàäðèêàìè - Real Associative Quadrics.

Â [10] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè äëÿRAQ-êâàäðèêè
ðàâíîñèëüíî íàëè÷èþ â A åäèíèöû.

Òåîðåìà 21: Èñêëþ÷èòåëüíûõ RAQ-êâàäðèê íå ñóùåñòâóåò.
Äîêàçàòåëüñòâî: Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ äîñòàòî÷íûì óñëî-
âèåì íåèñêëþ÷èòåëüíîñòè - òåîðåìîé 6. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé
(I) è (II) .

Óñëîâèå (I). Ïóñòü (E1, . . . , En) � áàçèñíûå ýëåìåíòû àëãåáðû A, ïðè-
÷åì E1 � ýòî åäèíèöà àëãåáðû. Òîãäà êîîðäèíàòíûå îïåðàòîðû èìåþò
âèä Hj Z = Ej · Z è, òåì ñàìûì, Hj E1 = Ej, à íàáîð (E1, . . . , En) èìååò
ðàíã n.

Óñëîâèå (II). Îáðàç îòîáðàæåíèÿ (Z ′, Z)→< Z ′, Z̄ >= Z ′·Z̄ ñîâïàäàåò
ñ Ac, ò.ê. (Z ′, E1) ïåðåõîäèò â Z

′. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå 22: Åñëè Q � ýòî íåâûðîæäåííàÿ RAQ-êâàäðèêà, òî
(a) autQ = g−2 + g−1 + g0 + g1 + g2
(b) Ïîäãðóïïà G+ � ïîäãðóïïà íåëèíåéíûõ àâòîìîðôèçìîâ Q, ñîõðàíÿ-
þùèõ íà÷àëî êîîðäèíàò, îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ïóàíêàðå (ñì. [10]), à
èìåííî

Z∗ = (Z + a ·W ) · (1− 2 i ā · Z − (r + i a · ā) ·W )−1,

W ∗ = W · (1− 2 i ā · Z − (r + i a · ā) ·W )−1, (32)

ãäå a ∈ Ac, r ∈ A.

5. Îöåíêà íà äëèíó ïîäàëãåáðû g+

Â [12] ïðèâåäåíà òåîðåìà (òåîðåìà 12.3.11), ïîçâîëÿþùàÿ îöåíèòü íî-
ìåð ñòðóè j, îò êîòîðîé çàâèñèò îòîáðàæåíèå àíàëèòè÷åñêîãî l-íåâûðîæäåííîãî
ðîñòêà êîðàçìåðíîñòè k, à èìåííî

j ≤ (k + 1) l.

Ïîñêîëüêó íåâûðîæäåííàÿ êâàäðèêàQ ÿâëÿåòñÿ 1-íåâûðîæäåííîé è èìå-
åò êîí÷íûé òèï â êàæäîé òî÷êå (â ÷àñòíîñòè, ìèíèìàëüíà), òî äëÿ ñòå-
ïåíè d êîýôôèöèåíòîâ ïîëåé èç autQ ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó

d ≤ (k + 1).

Â ýòîé ÷àñòè ðàáîòû ìû ïîëó÷èì ýòó îöåíêó è äðóãèå áëèçêèå ðåçóëüòà-
òû, ïîëüçóÿñü ìåòîäàìè, îòëè÷íûìè îò ìåòîäîâ ðàáîòû [12] (ìíîæåñòâà
Ñåãðå). À èìåííî, ìû èñïîëüçóåì òåõíèêó ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â ïðî-
ñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé, êîòîðàÿ ëåæèò â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû Ýðåíïðàéñà-Ïàëàìîäîâà [11]. Ýòà òåîðåìà áûëà èñïîëüçîâàíà â
ðàáîòå [5] ïðè ïîëó÷åíèè êðèòåðèÿ êîíå÷íîìåðíîñòè àëãåáðû êâàäðèêè
Q.

Ïóñòü F (s) = (F1(s), . . . , Fn(s)) � îáîáùåííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, êîòî-
ðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå âåêòîð-ôóíêöèè a(u) = (a1(u), . . . , an(u)).
Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êî âòîðîìó óðàâíåíèþ (3), ïî-
ëó÷àåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî z ∈ Cn âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

(s1 < z, z̄ >1 + . . .+ sk < z, z̄ >k)
2 < F (s), z̄ >= 0 (33)
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Ïóñòü C[s] = C[s1, . . . , sk] � êîëüöî ïîëèíîìîâ îò k-ìåðíîé ïåðåìåííîé s
ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè, C[u] = C[u1, . . . , uk] � òàêîå æå êîëüöî
ïîëèíîìîâ îò k-ìåðíîé ïåðåìåííîé u. Ïóñòü (C[s])k � ñâîáîäíûé ìîäóëü
ðàçìåðíîñòè k íàä C[s], à (C[u])n � ñâîáîäíûé ìîäóëü ðàçìåðíîñòè n íàä
C[u]. Ïóñòü

{ej = (0, . . . , 0, 1 (íà j-ì ìåñòå), 0, . . . , 0), j = 1, . . . , k}

� íàáîð îáðàçóþùèõ ìîäóëÿ (C[s])k.
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìîäóëüM = M(Q) � ïîäìîäóëü ìîäóëÿ (C[s])k,

ïîðîæäåííûé âñåìè îáðàçóþùèìè âèäà

(s1 < z, z̄ >1 + . . .+sk < z, z̄ >k)
2 (< ϕ(s), z̄ >1 e1+. . .+ < ϕ(s), z̄ >k ek),

(34)
ãäå z ∈ Cn, ϕ(s) = (ϕ1(s), . . . , ϕn(s)) ∈ (C[s])n. Áóäåì íàçûâàòü M(Q)
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîäìîäóëåì êâàäðèêè Q .

Ïðèâåäåì íàáîð óòâåðæäåíèé, êîòîðûå äëÿ óðàâíåíèÿ

∆2 < a(u), z̄ >= 0 (35)

íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç îáùåé ñõåìû [11] (ñì. òàêæå [13] ãëàâà 10).

Óòâåðæäåíèå: Åñëè êâàäðèêà Q íåâûðîæäåíà, òî
(a) Ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé (35) � ýòî ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L1 ïðî-
ñòðàíñòâà ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå ÷åì p <∞.
(b) Ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé (33) � ýòî ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L2 ïðî-
ñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî δ0 (äåëüòà-ôóíêöèÿ ñ íîñèòåëåì â íóëå) è åå
ïðîèçâîäíûìè ïîðÿäêà íå âûøå ÷åì p.
(c) Ïðîñòðàíñòâà L1 è L2 � èçîìîðôíû, èçîìîðôèçì óñòàíàâëèâàåòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå.
(d) Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîäìîäóëü èìååò êîíå÷íóþ êîðàçìåðíîñòü, ò.å.
åñëè M ′ = ((C[s])k/M), òî dim M ′ êàê ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà êîíå÷-
íà. Ïðè÷åì M ′ êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåò-
ñÿ ñ ïðîñòðàíñòâîì L3, êîòîðîå ïîëó÷åíî çàìåíîé ïðîèçâîäíîé äåëüòà-
ôóíêöèè íà ñîîòâåòñòâóþùèé ìîíîì îò ïåðåìåííûõ s. Ïðîñòðàíñòâî L3

èçîìîðôíî L2 è îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâîì M ′ â ñèëó
òîãî, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò (C[s])k îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû
ýëåìåíòîâ L3 è M .
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Ýòî óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòðàíñòâà
L1 ðåøåíèé (35) (ðàçìåðíîñòü, ñòåïåíü, ...) ñîâïàäàþò ñ àíàëîãè÷íûìè
õàðàêòåðèñòèêàìè ïðîñòðàíñòâà L3, êîòîðîå ïðåäñòàëÿåò ñîáîé ïðÿìîå
äîïîëíåíèå M äî (C[s])k.

Ïîñêîëüêó êîëüöî ïîëèíîìîâ C[s] � í¼òåðîâî, òî ìîäóëüM � êîíå÷íî
ïîðîæäåí. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (34) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óM èìååòñÿ êîíå÷íàÿ
ñèñòåìà îáðàçóþùèõ âèäà

{(lν(s))2 (λ1ν e1 + . . .+ λkν ek)},

ãäå lν(s) � ëèíåéíûå ôîðìû, à λ ∈ Ck.
Ïóñòü Mj � ïðîåêöèÿ M íà j-þ êîîðäèíàòó (C[s])k. Ýòî èäåàë â C[s],

ïîðîæäåííûé ôîðìàìè âèäà {(lν(s))2 λjν}, ãäå λjν 6= 0. Ïóñòü rj � ýòî ðàíã
ñîîòâåòñòâóþùåãî íàáîðà ëèíåéíûõ ôîðì {lν(s)}.

Óòâåðæäåíèå 23: (a) Äëÿ âñåõ j ðàíã rj = k.
(b) Äîïîëíåíèå ê M � ïðîñòðàíñòâî L3 � ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàí-
ñòâà íàáîðîâ ïîëèíîìîâ îò s, ÷üÿ ñóììàðíàÿ ñòåïåíü íå ïðåâîñõîäèòk.
Ïðîñòðàíñòâî L2 � ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ êîìáè-
íàöèé äåëüòà-ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà íå âûøå k. Ïðîñòðàí-
ñòâî L1 � ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà íàáîðîâ ïîëèíîìîâ îò u,
÷üÿ ñóììàðíàÿ ñòåïåíü íå ïðåâîñõîäèò k.
(ñ) Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü íàéäåòñÿ j, ò.÷. rj < k. Âûáåðåì èç íàáîðà
{lν(s)} ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà (L1(s), . . . , Lk′(s))
k′ < k. Ñäåëàåì â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííîãî s íåâûðîæäåííóþ ëèíåé-
íóþ çàìåíó s→ s̃, ò.÷. s̃j = Lj(s) äëÿ j = 1, . . . , k′. Â íîâûõ ïåðåìåííûõ
îáðàçóþùèå Mj � ýòî (s̃1)

2, . . . , (s̃k′)
2. Äîïîëíåíèå Mj äî C[s̃] áåñêîíå÷-

íîìåðíî. Äåéñòâèòåëüíî, îíî ñîäåðæèò âñå áåñêîíå÷íîìåðíîå êîëüöî ïî-
ëèíîìîâ îò ïîñëåäíåé ïåðåìåííîé C[s̃k]. À èç ýòîãî ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî
áåñêîíå÷íîìåðíî äîïîëíåíèå ê M . Ýòî ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ïóíêò
(a).
Èòàê, ñðåäè îáðàçóþùèõ èäåàëà åñòü êâàäðàòû âñåõ êîîðäèíàò. Ïîýòîìó
äîïîëíåíèå ñîäåðæèò ëèøü òå ïîëèíîìû, ÷üÿ ñòåïåíü ïî ëþáîé ïåðåìåí-
íîé íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî ñóììàðíàÿ
ñòåïåíü íå ïðåâîñõîäèò k. Âîçâðàùàÿñü ê ñòàðûì ïåðåìåííûì, ìû ñî-
õðàíÿåì ýòó îöåíêó. Èòàê, ïðîåêöèÿ äîïîëíåíèÿ íà êàæäóþ êîîðäèíàòó
íå ñîäåðæèò ïîëèíîìîâ ñòåïåíè âûøå k. Îñòàâøèåñÿ óòâåðæäåíèÿ � ýòî
ñëåäñòâèå îïèñàííûõ èçîìîðôèçìîâ. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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Èç ëåììû 4 ñðàçó ñëåäóåò ÷òî åñëè A(u)(z, z) � ðåøåíèå (3), òî

deguA(u)(z, z) ≤ k − 1.

Ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåì, ÷òî áûëè ïðèâåäåíû âûøå, ïîêàçûâàþò,
÷òî åñëè (C(u), b(u)) � ðåøåíèå (4), òî

deguC(u) ≤ k, degu b(u) ≤ 2 k.

Èç ýòèõ îöåíîê ìîæíî ïîëó÷èòü îáùèå îöåíêè íà ñòåïåíè êîýôôèöèåí-
òîâ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà àëãåáðû autQ. Â ðåçóëüòàòå äëÿ íå÷åòíîé
êîìïîíåíòû ïîëó÷àåì îöåíêó ñòåïåíè (k + 1), à äëÿ ÷åòíîé � îöåíêó 2k.
Îäíàêî ìîæíî ïîñòóïèòü èíà÷å. Ýòî äàñò áîëåå òî÷íóþ èíôîðìàöèþ, à
ê òîìó æå íå èñïîëüçóåò äðóãèõ îöåíîê, êðîìå ïîëó÷åííîé âûøå îöåí-
êè ñòåïåíè a. Ìîæíî ñíà÷àëà äàòü îöåíêó âåñà íå÷åòíîé êîìïîíåíòû, à
çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ôóíäàìåíòàëüíîñòüþ àëãåáðû.

Òåîðåìà 24: Åñëè Q � íåâûðîæäåííàÿ ìîäåëüíàÿ êâàäðèêà êîðàç-
ìåðíîñòè k, òî
(a) Âåñ ïîëåé íå÷åòíîãî âåñà èç autQ íå ïðåâîñõîäèò 2 k − 1.
(b) Âåñ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ íå ïðåâîñõîäèò 2 k, ò.å.

autQ = g−2 + g−1 + g0 + g1 + . . .+ g2k

(c) Ñòåïåíè êîýôôèöèåíòîâ ïîëåé èç autQ íå ïðåâîñõîäÿò (k + 1).
Äîêàçàòåëüñòâî: Â ñèëó îöåíîê, ïîëó÷åííûõ äëÿ a è A, ñðàçó ïîëó÷àåì,
÷òî âåñ íå÷åòíîé êîìïîíåíòû

2 Re

(
(a(w) + A(w)(z, z))

∂

∂z
+ 2 i < z, ā(w) >

∂

∂w

)

íå ïðåâîñõîäèò 2k − 1. Ýòî ïóíêò (a). Èç ôóíäàìåíòàëüíîñòè ñëåäóåò,
÷òî íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâûõ ïîëåé âåñà áîëüøå, ÷åì 2k. Ýòî ïóíêò (b).
Êàê áûëî îòìå÷åíî, ñòåïåíè êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ïîëåé íå÷åòíîãî âåñà
íå ïðåâîñõîäÿò (k + 1). Îöåíêó äëÿ ñòåïåíè êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ïîëåé
÷åòíîãî âåñà ïîëó÷èì èç îöåíêè âåñà. Åñëè âåñ ïîëÿ ÷åòíîãî âåñà

2 Re

(
C(w) z

∂

∂z
+ b(w)

∂

∂w

)
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íå ïðåâîñõîäèò 2k, òî ñòåïåíè êàê C(u)z, òàê è b(u) íå ïðåâîñõîäèò òàêæå
(k + 1). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Êàê èçâåñòíî [15], ãðóïïà ëîêàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ íåâûðîæäåí-
íîé êâàäðèêè � ýòî ïîäãðóïïà ãðóïïû áèðàöèîíàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ
îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà Cn+k ñ ðàâíîìåðíîé îöåíêîé íà ñòåïåíü. Ïî-
ëó÷åííàÿ â ïðåäûäóùåé òåîðåìå îöåíêà ñòåïåíè èíôèíåòèçèìàëüíûõ àâ-
òîìîðôèçìîâ ïîçâîëÿåò äàòü îöåíêó íà ñòåïåíü àâòîìîðôèçìîâ.

Ñëåäñòâèå 25: Ïóñòü Q � íåâûðîæäåííàÿ êâàäðèêà òèïà (n, k), à
AutQ � ëîêàëüíàÿ ãðóïïà åå àâòîìîðôèçìîâ, ãîëîìîðôíûõ â îêðåñòíî-
ñòè íóëÿ. Òîãäà AutQ ñîñòîèò èç áèðàöèîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Cn+k

÷üÿ ñòåïåíü íå ïðåâîñõîäèò (3n+ 3k + 2)(k + 1).

6. Îòêðûòûå âîïðîñû

Åñëè (n, k) � CR-òèï (n � CR-ðàçìåðíîñòü, k � êîðàçìåðíîñòü), òî
íåâûðîæäåííûå êâàäðèêè âîçìîæíû â äèàïàçîíå 1 ≤ k ≤ n2.

Âîïðîñ 26. Äëÿ êàêèõ CR-òèïîâ èç ýòîãî äèàïàçîíà ñóùåñòâóþò èñ-
êëþ÷èòåëüíûå êâàäðèêè?

Êàê ìû âèäåëè, êðîìå óïîìÿíóòûõ ñëó÷àåâ k = 1, 2, 3, â êîòîðûõ
èñêëþ÷èòåëüíûõ êâàäðèê íåò, ê ÷èñëó òàêèõ êîðàçìåðíîñòåé ìîæíî äî-
áàâèòü k = n2 (óòâåðæäåíèå 20).

Âûøå (òåîðåìà 7) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò êâàäðèê êîðàç-
ìåðíîñòè 4 äëÿ CR-ðàçìåðíîñòè n ≤ 3. Ïðèìåð èñêëþ÷èòåëüíîé êâàäðè-
êè êîðàçìåðíîñòè k = 4, ïðèâåäåííûé â [3], èìååò CR-ðàçìåðíîñòü n = 6.
Â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ âîïðîñà 26 ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé
âîïðîñ. Êàêîâà ìèíèìàëüíàÿ CR-ðàçìåðíîñòü äîïóñêàþùàÿ èñêëþ÷è-
òåëüíûå êâàäðèêè êîðàçìåðíîñòè 4? (Âàðèàíòû îòâåòà: 4, 5, 6.)

Âûøå (òåîðåìà 24) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âåñà ïîëîæèòåëüíûõ êîìïî-
íåíò àëãåáðû Ëè íåâûðîæäåííîé êâàäðèêè êîðàçìåðíîñòè k íå ïðåâîñ-
õîäÿò 2k. Íî ýòà îöåíêà íå ïîäêðåïëåíà ïðèìåðîì è âîïðîñ î òî÷íîé
îöåíêå îñòàåòñÿ îòêðûò.
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Âîïðîñ 27: Ñóùåñòâóþò ëè íåâûðîæäåííûå êâàäðèêè, ò.÷. äëèíà g+
ðàâíà 2k?

Âñå èçâåñòíûå íàì ïðèìåðû íå æåñòêèõ êâàäðèê ýòî ïðèìåðû, ãäå
ñòàðøèé âåñ � ÷åòíûé.

Âîïðîñ 28: Ñóùåñòâóþò ëè íåâûðîæäåííûå êâàäðèêè, ò.÷. äëèíà g+
ðàâíà íå÷åòíîìó ÷èñëó?

Â òåõ (n, k)-ñëó÷àÿõ, êîãäà èñêëþ÷èòåëüíûå êâàäðèêè ïîÿâëÿþòñÿ,
÷òî ïðåäñòàëÿåò ñîáîé ïîäìíîæåñòâî èñêëþ÷èòåëüíûõ êâàäðèê â ñîâî-
êóïíîñòè âñåõ íåâûðîæäåííûõ êâàäðèê äàííîãî òèïà? Êàê ìû îòìå-
÷àëè âûøå èñêëþ÷èòåëüíûå êâàäðèêè çàäàþòñÿ êîíå÷íîé ñîâîêóïíî-
ñòüþ ïîëèíîìèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé òèïà "ðàâíî íóëþ"è "íå ðàâíî íó-
ëþ"(ïîëóàëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî). Ïðè ýòîì åñòåñòâåííàÿ òî÷êà çðå-
íèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðîâîäèòü ýòî èññëåäîâàíèå íå â ïðîñòðàíñòâå
H íàáîðîâ k ýðìèòîâûõ ôîðì, à â ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé [14], ò.å. ïîñëå
ôàêòîðèçàöèè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ïî èçâåñòíîìó ëèíåéíîìó äåéñòâèþ.
Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò îòâåò íà ñëåäóþùèé âîïðîñ.

Âîïðîñ 29: Êàêîâà êîðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé èñêëþ-
÷èòåëüíûõ êâàäðèê â ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé âñåõ íåâûðîæäåííûõ êâàä-
ðèê?
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