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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå ìåòîä ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè ïðèìåíÿåòñÿ ê ïðîèç-

âîëüíûì CR-ìíîãîîáðàçèÿì êîíå÷íîãî òèïà ïî Áëóìó-Ãðýìó. Äî-

êàçàí íàáîð îñíîâíûõ óòâåðæäåíèé. Äîêàçàíî òàêæå, ÷òî äëÿ ìî-

äåëüíîé ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿíñòâî Áëóì-Ãðýì-òèïà - ýòî êðèòåðèé

ãîëîìîðôíîé îäíîðîäíîñòè. Âûÿâëåíû îòëè÷èÿ îò ðàçîáðàííîãî

ðàíåå ñëó÷àÿ æåñòêèõ ìîäåëåé. Ñôîðìóëèðîâàíà ñåðèÿ âîïðîñîâ

è ãèïîòåç.
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1.Ââåäåíèå

Íà çàðå CR-ãåîìåòðèè À.Ïóàíêàðå [1], ïðèìåíÿÿ ñâîþ òåõíèêó ðà-
áîòû ñ ôîðìàëüíûìè ñòåïåííûìè ðÿäàìè, èññëåäîâàë ñâîéñòâà ðîñò-
êà âåùåñòâåííîé ãèïåðïîâåðõíîñòè äâóìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ãîëîìîðôíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïðè
ýòîì âûÿñíèëîñü, ÷òî êëþ÷îì ê ïîíèìàíèþ ñèòóàöèè ÿâëÿåòñÿ ðîñòîê
3-ìåðíîé ñôåðû, êîòîðûé îáëàäàåò ðÿäîì ýêñòðåìàëüíûõ ñâîéñòâ. Íà-
ïðèìåð, åãî 8-ìåðíàÿ ëîêàëüíàÿ ãðóïïà ãîëîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ
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èìååò ìàêñèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü, åñëè íå áðàòü â ðàñ÷åò ãèïåðïëîñ-
êîñòü, ãðóïïà êîòîðîé áåñêîíå÷íîìåðíà. Óðàâíåíèÿ ðîñòêà íåâûðîæäåí-
íîé ãèïåðïîâåðõíîñòè â C2 ( êîîðäèíàòû (z, w = u+i v)) ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå

v = |z|2 + ÷ëåíû áîëåå âûñîêèõ ñòåïåíåé

Ïðè ýòîì ãèïåðïîâåðõíîñòü {v = |z|2} - ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíòíàÿ ñòàí-
äàðòíîé ñôåðå {|z|2 + |w|2 = 1} - ýòî è åñòü íàøà ìîäåëüíàÿ ãèïåðïî-
âåðõíîñòü.

Âïîñëåäñòâèè ýòîò ïîäõîä ðàçâèâàëñÿ è óñïåøíî ïðèìåíÿëñÿ äëÿ èçó-
÷åíèÿ CR-ìíîãîîáðàçèé ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé [2] è êîðàçìåðíîñòåé
[3]. Ïðè ýòîì ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü - àíàëîã ñôåðû - íåêîòîðûì îáðà-
çîì ìîäèôèöèðîâàëàñü. Â [4] ýòîò ïîäõîä (ìåòîä ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè)
áûë ðåàëèçîâàí äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåùåñòâåííîãî ðîñòêà îáùåãî ïîëî-
æåíèÿ (ïðè óñëîâèè ïîëíîé íåâûðîæäåííîñòè).

Íåäàâíî â ðàáîòàõ Ñàáçåâàðè, Ñïèðî [5] è Ãðåãîðîâè÷à [6] áûëà äîêà-
çàíà g+-ãèïîòåçà. Ò.å. áûëî äîêàçàíî, ÷òî ñòàáèëèçàòîð íà÷àëà êîîðäè-
íàò âïîëíå íåâûðîæäåííîé ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè ñòàðøåãî âåñà áîëü-
øå, ÷åì äâà íå ñîäåðæèò íåëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Èíà÷å ýòî ìîæíî
âûðàçèòü òàê. Ïîäàëãåáðà g+ ïîëåé ïîëîæèòåëüíîãî âåñà â àëãåáðå Ëè
èíôèíèòåçèìàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ - òðèâèàëüíà. Ïðè ýòîì îòìåòèì,
÷òî åñëè îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèÿ ïîëíîé íåâûðîæäåííîñòè, òî ýòî íå òàê.
Íàïðèìåð {v = |z|4} - ãèïåðïîâåðõíîñòü â C2 ñî ñòàðøèì âåñîì ÷åòûðå è
íåòðèâèàëüíîé ïîäàëãåáðîé g+. Ñåðèÿ èíòåðåñíûõ ïðèìåðîâ ñ g+ ïðîèç-
âîëüíîãî ïîëîæèòåëüíîãî âåñà ñîäåðæèòñÿ â óæå öèòèðîâàííîé ðàáîòå
[6].

Ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû âîçðîñ èíòåðåñ ê ðàñïðîñòðàíåíèþ
ìåòîäà ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè íà êëàññû CR-ìíîãîîáðàçèé, âûõîäÿùèå
çà ðàìêè âïîëíå íåâûðîæäåííûõ ìíîãîîáðàçèé. Òàêèì åñòåñòâåííûì
ðàøèðåíèåì êëàññà âïîëíå íåâûðîæäåííûõ ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿþòñÿ ïî-
ðîæäàþùèå CR-ìíîãîîáðàçèÿ êîíå÷íîãî òèïà. Â ðàáîòå [12] ïðîãðàììà
ìåòîäà ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè áûëà ðåàëèçîâàíà äëÿ ìíîãîîáðàçèé ïðî-
èçâîëüíîãî êîíå÷íîãî òèïà ïî Áëóìó-Ãðýìó, íî ñ íåêîòîðûì, äîñòàòî÷íî
îáðåìåíèòåëüíûì, äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì. Ðå÷ü øëà î ìíîãîîáðàçè-
ÿõ, ÷üÿ ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü îáëàäàëà óñëîâèåì æåñòêîñòè. Â äàííîé
ðàáîòå ìû îñâîáîäèìñÿ îò ýòîãî óñëîâèÿ è ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå
ìíîãîîáðàçèÿ êîíå÷íîãî òèïà. Ïðè ýòîì ñóùåñòåííîé äëÿ íàøåãî èçëî-
æåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Áëóìà-Ãðýìà [8], êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò äâå òî÷êè
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çðåíèÿ íà òèï ðîñòêà CR-ìíîãîîáðàçèÿ: ãåîìåòðè÷åñêóþ (ïîëÿ è êîììó-
òàòîðû) è àíàëèòè÷åñêóþ (êîîðäèíàòû è óðàâíåíèÿ). Â äàííîé ðàáîòå
ìû áóäåì, ïî ïðåèìóùåñòâó, èìåòü äåëî ñ àíàëèòè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì
òèïà (ñì.ï.2). Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ïðèâåäåì çäåñü åãî ãåîìåòðè÷åñêîå
îïðåäåëåíèå.

Ïóñòü M - ãëàäêîå ïîðîæäàþùåå CR-ïîäìíîãîîáðàçèå êîìïëåêñíî-
ãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà êîðàçìåðíîñòè K ≥ 1, n ≥ 1 - ðàçìåðíîñòü
êîìïëåêñíîé êàñàòåëüíîé, ξ ∈ M . Ïóñòü D1 - ýòî ðàñïðåäåëåíèå êîì-
ïëåêñíûõ êàñàòåëüíûõ îïðåäåëåííîå íà M â îêðåñòíîñòè ξ, ò.å. D1 =
T cM . Ýòî ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî çàäàòü ñ ïîìîùüþ áàçèñíîãî íàáîðà èç
2n ãëàäêèõ âåùåñòâåííûõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Äàëåå îïðåäåëèì áåñêîíå÷-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé Dν , îïðåäåëÿåìûõ èíäóêòèâíî
Dν+1 = [Dν , D1] +Dν , ν = 1, 2, .... Ïóñòü, äàëåå, Dν(ξ) - ýòî çíà÷åíèå Dν

â òî÷êå ξ. Òàêèì îáðàçîì

T c Mξ = D1(ξ) ⊂ D2(ξ) ⊂ ... ⊂ Dν(ξ) ⊂ ...

Ïîñêîëüêó ýòà íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîèò èç ïîäïðîñòðàíñòâ
TMξ, òî îíà, íà êàêîì òî øàãå, ñòàáèëèçèðóåòñÿ. Åñëè ýòî ïîñëåäíåå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî ñîâïàäàåò ñ TMξ, òî ìû ãîâîðèì, ÷òîM â òî÷êå ξ ÿâëÿåòñÿ
ìíîãîîáðàçèåì êîíå÷íîãî òèïà, åñëè íåò - áåñêîíå÷íîãî. Ïóñòü, äàëåå,
dν = dimR Dν(ξ).

2n = d1 ≤ d2 ≤ ... ≤ dµ−1 < dµ = dµ+1 = ... = d∞

Îòìåòèâ âñå òå íîìåðà ν ≥ 2, äëÿ êîòîðûõ ïðîèñõîäèë ñêà÷îê ðàçìåð-
íîñòè, ïîëó÷èì êîíå÷íóþ ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 2 ≤
m1 < m2 < ... < ml. Ñàìó âåëè÷èíó ïîëîæèòåëüíîãî ñêà÷êà dmj − dmj−1

îáîçíà÷èì ÷åðåç kj, j = 1, ..., l. Ýòà ñîâîêóïíîñòü äàííûõ

m = ((m1, k1), ..., (ml, kl))

ïëþñ óêàçàíèå íà êîíå÷íîñòü èëè áåñêîíå÷íîñòü òèïà è íàçûâàåòñÿ (ãåî-
ìåòðè÷åñêèì) òèïîì M â òî÷êå ξ. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè òèï êî-
íå÷åí, òî êîðàçìåðíîñòü K - ýòî ñóììà âñåõ kj. Äëÿ áåñêîíå÷íîãî òèïà
ýòà ñóììà ìåíüøå êîðàçìåðíîñòè.

Â ðàáîòå [8] ýòè äàííûå çàïèñûâàþòñÿ â äðóãîì ôîðìàòå, à èìåííî

m = (m1, ...,m1,m2, ...,m2, ...,ml, ...,ml),
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ïðè ýòîì ÷èñëî ïîâòîðåíèé mj ðàâíî kj è â ñëó÷àå, åñëè òèï áåñêîíå÷åí,
òî â êîíöå ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòàâèòñÿ çíàê ∞.

Äàëåå, äëÿ âñÿêîãî Mξ, ðîñòêà âåùåñòâåííîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ êîì-
ïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà â òî÷êå ξ ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå îáú-
åêòû

autMξ, autξMξ, Aut Mξ, AutξMξ,

Çäåñü autMξ - ýòî ïîäàëãåáðà Ëè ðîñòêîâ âåêòîðíûõ ïîëåé â ξ, êàñà-
òåëüíûõ ê Mξ, ïîðîæäàþùèõ ëîêàëüíûå 1-ïàðàìåòðè÷åñêèå ãðóïïû ãî-
ëîìîðôíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Mξ. Òàêèå ïîëÿ â êîîðäèíàòàõ (z, w) èìåþò
âèä

X = 2 Re (f(z, w)
∂

∂ z
+ g(z, w)

∂

∂ w
), (1)

ãäå f è g - ðîñòêè, ãîëîìîðôíûå â ξ , autξMξ - ïîäàëãåáðà Ëè autMξ,
ñîñòîÿùàÿ èç ïîëåé, îáðàùàþùèõñÿ â íîëü â òî÷êå ξ. Êàæäàÿ èç ýòèõ
àëãåáð Ëè ïîðîæäàåò ëîêàëüíóþ ãðóïïó ãîëîìîðôíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
Mξ - AutMξ è AutξMξ ñîîòâåòñòâåííî (ëîêàëüíûå àâòîìîðôèçìû ðîñòêà
è ñòàáèëèçàòîð òî÷êè â ëîêàëüíîé ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ).

2. Àíàëèç ìëàäøèõ êîìïîíåíò îòîáðàæåíèÿ
è òåîðåìà Áëóìà-Ãðýìà

ÏóñòüM - ãëàäêîå ïîðîæäàþùåå âåùåñòâåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå êîì-
ïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà CN ïîëîæèòåëüíîé CR-ðàçìåðíîñòè n è ïî-
ëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé êîðàçìåðíîñòè K. Äðóãèìè ñëîâàìè M â
êàæäîé òî÷êå èìååò CR-òèï (n,K), ïðè ýòîì N = n + K. Ïóñòü Mξ -
åãî ðîñòîê â òî÷êå ξ. Ïóñòü Mξ ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì ðîñòêîì CR-
ïîäìíîãîîáðàçèÿ êîíå÷íîãî òèïà

m = (m1, . . . ,m1, . . . ,m2, . . . ,m2, . . . ,ml, . . . ,ml)

= ((m1, k1), (m2, k2), . . . , (ml, kl)),

ãäå mj è kj - íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì 2 ≤ m1 < m2 < . . . < ml. Êàê
áûëî ñêàçàíî, îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû [8] ýòî ýêâèâàëåíòíîñòü ãåî-
ìåòðè÷åñêîãî è àíàëèòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèé òèïà ìíîãîîáðàçèÿ â òî÷êå.
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×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü àíàëèòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ðàçîáüåì êîîðäèíà-
òû îáúåìëþùåãî êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà Cn+K íà ãðóïïû

z ∈ Cn, w1 ∈ Ck1 , . . . , wl ∈ Ckl , k1 + . . . ,+kl = K

Ïðè ýòîì ïåðåìåííûì íàçíà÷àþòñÿ âåñà: [z] = 1, [wj] = mj. Òå æå âåñà
ïîëó÷àþò è êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå z̄ è w̄j è ñîîòâåòñòâåí-
íî uj = Re wj, vj = Im wj. Ýòî ñîãëàøåíèå ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíèòü
ãðàäóèðîâêó íà ñòåïåííûå ðÿäû îò ýòèõ ïåðåìåííûõ. À åñëè äîïîëíè-
òåëüíî ïîëîæèòü

[
∂

∂z
] = [

∂

∂z̄
] = −1, [

∂

∂wj
] = [

∂

∂w̄j
] = −mj,

òî è íà âåêòîðíûå ïîëÿ. Ñòåïåííîé ðÿä, íå ñîäåðæàùèé ÷ëåíîâ âåñà µ è
íèæå, îáîçíà÷èì ÷åðåç o(µ).

Ïóñòü ëîêàëüíûå óðàâíåíèÿ ðîñòêà Mξ çàïèñàíû â âèäå

vj = Φj(z, z̄, u1, . . . , uj−1) + o(mj), j = 1, . . . , l (2)

ãäå âåùåñòâåííàÿ âåêòîð-çíà÷íàÿ ôîðìà Φj (ò.å. å¼ êîîðäèíàòû) èìåþò
îäíîðîäíûé âåñ mj.

Êàñàòåëüíàÿ ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ðîñòêàMξ - ýòî âåùåñòâåííî àë-
ãåáðàè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü Q, çàäàííàÿ ñîîòíîøåíèÿìè

vj = Φj(z, z̄, u1, . . . , uj−1), j = 1, . . . , l (3)

Óñëîâèå êîíå÷íîñòè òèïà - ýòî íåêîòîðîå óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè.
×òîáû ïîëó÷èòü óñëîâèå êîíå÷íîñòè òèïà â òåðìèíàõ ôîðì Φ íóæíî ñäå-
ëàòü äîïîëíèòåëüíûå òðåóãîëüíî-ïîëèíîìèàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êî-
îðäèíàò, êîòîðûå íå ìåíÿÿ âèäà óðàâíåíèé è âåñîâ ôîðì Φ, ìåíÿþò ñàìè
ýòè ôîðìû (ïðèâåäåíèå Q ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå, òåîðåìà 6.2 ñòð.230 [8]).

Êàæäàÿ êîîðäèíàòà êàæäîé âåêòîð-çíà÷íîé ôîðìû Φj - ýòî ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ ìîíîìîâ âèäà

zα1
1 . . . zαnn z̄γ11 . . . z̄γnn uβ1111 . . . , u

β1k1
1k1

. . . , u
β(j−1)1

(j−1)1 . . . u
β(j−1)kj−1

(j−1)kj−1

Ñôîðìóëèðóåì äâà óñëîâèÿ íà ôîðìû Φ.

(I) êîîðäèíàòû ôîðì íå ñîäåðæàò ìîíîìîâ âèäà

z1
α1 . . . , zn

αn uβ1111 . . . u
β1k1
1k1

. . . u
β(j−1)1

(j−1)1 . . . , u
β(j−1)kj−1

(j−1)kj−1

è ñîïðÿæåííûõ ê íèì íè ïðè êàêèõ α è β
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Äëÿ ôîðìóëèðîâêè âòîðîãî óñëîâèÿ íàì ïîðòåáóåòñÿ îáùàÿ íóìå-
ðàöèÿ âñåõ êîîðäèíàò âñåõ âåêòîðçíà÷íûõ ôîðì Φ. À èìåííî, ïóñòü
(φ1, . . . , φk1) - ýòî êîîðäèíàòíûå ôîðìû Φ1, äàëåå (φk1+1, . . . , φk1+k2) -
êîîðäèíàòíûå ôîðìû Φ2 è òàê äàëåå äî êîîðäèíàò Φl. Òàêèì îáðàçîì
ïîëíûé óïîðÿäî÷åííûé íàáîð âñåõ êîîðäèíàòíûõ ôîðì ýòî (φ1, . . . , φK).

(II) äëÿ ëþáîãî 1 ≤ J ≤ K ôîðìà φJ íå ñîäåðæàò ñëàãàåìûõ âèäà

c φj u
β11
11 , . . . , u

β1k1
1k1

, . . . , u
β(j−1)1

(j−1)1 , . . . , u
β(j−1)kj−1

(j−1)kj−1

äëÿ âñåõ j, òàêèõ ÷òî j < J è c - íåíóëåâàÿ êîíñòàíòà.

Ãîâîðèì, ÷òî óðàâíåíèå ðîñòêàMξ è ïîâåðõíîñòè Q çàïèñàíû â ñòàí-
äàðòíîé ôîðìå ïî Áëóìó-Ãðýìó åñëè êîîðäèíàòíûå ôîðìû óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèÿì (I) è (II). Ïðè ýòîì ãîâîðèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèåM â òî÷êå
ξ è ïîâåðõíîñòü Q â íóëå èìåþò êîíå÷íûé òèï m ïî Áëóìó-Ãðýìó, åñëè
íè îäíà èç êîîðäèíàòíûõ ôîðì φj íå ðàâíà òîæäåñòâåííîìó íóëþ.

Çàìå÷àíèå 1: Óñëîâèå (II) â îòëè÷èå îò óñëîâèÿ (I) èìååò ðåêóð-
ðåíòíûé õàðàêòåð.

Çàìå÷àíèå 2: Íóìåðàöèÿ âåñîâ m1, . . . ,ml è ñîîòâåòñòâåííî âåê-
òîðíûõ êîîðäèíàò w1, . . . , wl èìååò ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ (ýòî
íîìåðà ýëåìåíòîâ âëîæåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ êàñà-
òåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, ãäå ïðîèñõîäèò ðîñò ðàçìåðíîñòè, ñì.[8]). Â ñè-
ëó ýòîãî èõ íóìåðàöèÿ èíâàðèàíòíà ïî îòíîøåíèþ ê ëîêàëüíî áèãîëî-
ìîðôíûì èëè CR ïðåîáðàçîâàíèÿì. Â òî âðåìÿ êàê âûáîð íóìåðàöèè
ñêàëÿðíûõ êîîðäèíàò ñàìîé âåêòîðíîé êîîðäèíàòû wj - ïðîèçâîëåí è
ãîëîìîðôíî íå èíâàðèàíòåí.

Ïîýòîìó íàì áóäåò óäîáíî èçìåíèòü óñëîâèå èç ([8]), ñäåëàâ åãî ãîëî-
ìîðôíî èíâàðèàíòíûì. À èìåííî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî óñëîâèå (II)
âûïîëíåíî äëÿ ïàðû èíäåêñîâ j < J ëèøü â ñëó÷àå, åñëè îíè îòíîñÿòñÿ ê
ðàçíûì âåñîâûì ãðóïïàì, ò.å. ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè ðàç-
íûõ âåñîâûõ âåêòîðíûõ êîîðäèíàò (èìåþò ðàçíûå âåñà). Äëÿ èíäåêñîâ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîäèíàòàì îäíîé âåêòîðíîé ïåðåìåííîé ãðóïïû w,
ýòî íå òðåáóåòñÿ. Çà ôîðìóëèðîâêîé Áëóìà-Ãðýìà ìû îñòàâëÿåì òåðìèí
ñòàíäàðòíàÿ ôîðìà, à äëÿ íàøåãî óñëîâèÿ òåðìèí ïðèâåäåííàÿ ôîðìà.
Ñàìî îñëàáëåííîå óñëîâèå (II) áóäåì îáîçíà÷àòü êàê óñëîâèå (II')
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Ïðè ýòîì óñëîâèå òîãî, ÷òî ðîñòîê ïîâåðõíîñòè, çàïèñàíûé óðàâíåíè-
ÿìè (2), â ïðèâåäåííîé ôîðìå èìååò çàäàííûé êîíå÷íûé òèï m îòëè÷à-
åòñÿ îò àíàëîãè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ ñòàíäàðòíîé ôîðìû. Ñôîðìóëèðóåì
îáà óñëîâèÿ.

Óòâåðæäåíèå èç [8] (óñëîâèå êîíå÷íîñòè òèïà äëÿ ñòàíäàðòíîé
ôîðìû):
(a) Ðîñòîê ïîâåðõíîñòè, çàïèñàíûé óðàâíåíèÿìè (2), â ñòàíäàðòíîé ôîð-
ìå èìååò çàäàííûé êîíå÷íûé òèï m òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñðåäè
ñêàëÿðíûõ êîîðäèíàòíûõ ôîðì (φ1, . . . , φK) íåò òîæäåñòâåííûõ íóëåé.
(b) Ëþáîé ðîñòîê êîíå÷íîãî òèïà ìîæåò áûòü çàïèñàí â òàêîì âèäå.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå - ýòî íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå ýòîãî óòâåð-
æäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 3 (óñëîâèå êîíå÷íîñòè òèïà äëÿ ïðèâåäåííîé ôîð-
ìû):
(a) Ðîñòîê ïîâåðõíîñòè, çàïèñàíûé óðàâíåíèÿìè (2), â ïðèâåäåííîé ôîð-
ìå èìååò çàäàííûé êîíå÷íûé òèï m òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà êîîðäè-
íàòíûå ôîðìû (φ1, . . . , φK) - ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
(b) Ëþáîé ðîñòîê êîíå÷íîãî òèïà ìîæåò áûòü çàïèñàí â òàêîì âèäå.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðè ïåðåõîäå îò ïðèâåäåííîé ôîðìû ê ñòàíäàðòíîé
ôîðìå ïðåîáðàçîâàííûå êîîðäèíàòíûå âåñîâûå ôîðìû φj - ýòî ëèíåéíûå
êîìáèíàöèè ïðåæíèõ ôîðì. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åíèå òîæäåñòâåííîãî
íóëÿ âîçìîæíî, òîëüêî åñëè ó èñõîäíûõ ôîðì èìåëàñü ëèíåéíàÿ çàâèñè-
ìîñòü.

Çàìå÷àíèå 4: Ïðè ýòîì ÿñíî, ÷òî åñëè ñðåäè ôîðì íåò òîæäåñòâåííî
íóëåâûõ, òî ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü âîçìîæíà òîëüêî âíóòðè ôîðì îäíîé
âåñîâîé ãðóïïû.

Ïàðàìåòðû l ≥ 1, ml ≥ 2 èìåþò äâå èíòåðïðåòàöèè. Â àíàëèòè÷åñêîì
ïðåäñòàâëåíèè l - ýòî êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ âåñîâ, ml - ìàêñèìàëüíûé
âåñ â çàïèñè óðàâíåíèé (2) â ñòàíäàðòíîé èëè ïðèâåäåííîé ôîðìå. Â ãåî-
ìåòðè÷åñêîì l - ýòî ÷èñëî ñêà÷êîâ ðàçìåðíîñòåé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïîäïðîñòðàíñòâ, íà÷èíàþùåéÿ ñ êîìïëåêñíîé êàñàòåëüíîé â ξ è çàêàí-
÷èâàþùñéñÿ ïîëíûì êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì, à ml - ãëóáèíà ñêî-
áî÷íîé êîíñòðóêöèè, íåîáõîäèìîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëíîé êàñàòåëüíîé.
×èñëî µ = ml ìû áóäåì íàçûâàòü ñòàðøèì âåñîì. Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íî-
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ãî òèïà ìû áóäåì ïîëàãàòü µ =∞.

Ïóñòü èìååòñÿ ëîêàëüíî îáðàòèìîå ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå

(z → f(z, w), wj → gj(z, w)), j = 1, ..., l

ðîñòêà â íà÷àëå êîîðäèíàòM0 êîíå÷íîãî òèïàm, çàäàííîãî óðàâíåíèÿìè
â ñòàíäàðòíîé ôîðìå

vj = Φj(z, z̄, u1, . . . , uj−1) + Fj(z, z̄, u), j = 1, . . . , l (4)

â äðóãîé òàêîé æå ðîñòîê M̃0

vj = Φ̃j(z, z̄, u1, . . . , uj−1) + F̃j(z, z̄, u), j = 1, . . . , l (5)

ãäå Fj è F̃j - ýòî o(mj). È ïóñòü Q è Q̃ - èõ ìîäåëüíûå ïîâåðõíîñòè,
çàäàííûå óðàâíåíèÿìè

vj = Φj(z, z̄, u1, . . . , uj−1) j = 1, . . . , l (6)

vj = Φ̃j(z, z̄, u1, . . . , uj−1), j = 1, . . . , l

ñîîòâåòñòâåííî.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèÿ

f =
∞∑
1

fµ, gj =
∞∑
1

gjµ, Fj =
∞∑

mj+1

Fjµ, F̃j =
∞∑

mj+1

F̃jµ,

ãäå fµ, gjµ, Fµ, F̃µ - êîìïîíåíòû âåñà µ.
Çàïèñûâàÿ, ÷òî îáðàç M0 ïðèíàäëåæèò M̃0, ïîëó÷àåì òîæäåñòâî

Im gj = Φ̃j(f, f̄ ,Re g1, . . . ,Re gj−1) + F̃j(f, f̄ ,Re g), j = 1, . . . , l,

ïðè w = u+ i(Φ + F ) (7)

Ðàññìîòðèì ìëàäøèå êîìïîíåíòû (7).
Íà÷íåì ñ ãðóïïû ïåðåìåííûõ w1. Â âåñàõ îò 1 äî (m1 − 1) ïîëó÷àåì

Im g1ν = 0, ãäå 1 ≤ ν ≤ m1 − 1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îäíîðîäíàÿ ôîðìà âåñà
ν < m1 ýòî ãîëîìîðôíàÿ ôîðìà ïåðåìåííîé z, çàêëþ÷àåì, ÷òî g11 =
g12 = ... = g1(m1−1) = 0.
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Â âåñå m1 èìååì g1m1 = a(z) + ρw1, f1 = C z, ãäå ρ è C - ëèíåéíû,
a(z) - ãîëîìîðôíàÿ îäíîðîäíàÿ ôîðìà ñòåïåíè m1, . Ïîëó÷àåì

Im (a(z) + ρ1 (u1 + iΦ1)) = Φ̃1(C z,C z)

Îòäåëÿÿ â ýòîì ñîîòíîøåíèè êîìïîíåíòó ãîëîìîðôíóþ ïî z è ó÷èòûâàÿ,
÷òî Φ1 è Φ̃1 íå ñîäåðæàò ãîëîìîðôíûõ ñëàãàåìûõ, ïîëó÷àåì a(z) = 0. Èç
ëèíåéíîé êîìïîíåíòû ïî u1 - ïîëó÷àåì Im ρ1 u1 = 0. Ïîñëå ÷åãî ïîëó÷àåì

ρ1Φ1(z, z̄) = Φ̃1(C z,C z)

Îòìåòèì, ÷òî ýòî ñîîòíîøåíèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî îòîáðàæåíèå
(z → C z, w1 → ρ1w1) ïåðåâîäèò "óñå÷åííóþ"ïîâåðõíîñòü v1 = Φ1(z, z̄)
ïðîñòðàíñòâà Cn+k1 â äðóãóþ "óñå÷åííóþ"ïîâåðõíîñòü v1 = Φ̃1(z, z̄).

Ïåðåõîäèì ê êîîðäèíàòå w2. Êîìïîíåíòû g2ν , ãäå ν < m2 ýòî âû-
ðàæåíèÿ âèäà

∑
ψαβ (z, w1), ãäå ψαβ (z, w1) - ãîëîìîðôíàÿ ïîëèëèíåéíàÿ

ôîðìà ñòåïåíè α ïî z è β ïî w1, ïðè÷åì α + m1 β = ν. Êîìïîíåíòû
òîæäåñòâà (7) âåñîâ ν < m2 äàþò

Im (
∑

ψαβ (z, u1 + iΦ1)) = 0,

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî g2ν = 0 ïðè ν < m2. Ýòî ìîæíî áûëî áû äîêà-
çàòü íåïîñðåäñòâåííî èç ïîëó÷åííîãî òîæäåñòâà. Âîñïîëüçóåìñÿ, îäíà-
êî, äðóãèì ñïîñîáîì. Äåéñòâèòåëüíî, g2ν - ýòî ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà
"óñå÷åííîì" ïîðîæäàþùåì ìíîãîîáðàçèè Q1 = {(z, w1) : v1 = Φ1(z, z̄)},
÷üÿ ìíèìàÿ ÷àñòü ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó g2ν - ïîñòîÿííà, à ò.ê. å¼ âåñ
áîëüøå íóëÿ, òî ýòî íîëü.

Â âåñå m2 èìååì g2m2 =
∑
ψαβ (z, w1) + ρ2w2, ãäå α + m1 β = m2,

ïðè÷åì

Im (
∑

ψαβ (z, u1 + iΦ1) = Φ̃2(C z,C z, ρ1 u1)− ρ2(u2 + iΦ2(z, z̄, u1)))

Â ñèëó óñëîâèÿ (I) åãî ïðàâàÿ ÷àñòü íå ñîäåðæèò ñëàãàåìûõ, ãîëîìîðô-
íûõ ïî z. Ïîëàãàÿ z̄ = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè α 6= 0, òî ψαβ (z, u1) = 0, à
ψ0β (u1) - âåùåñòâåííàÿ ôîðìà âåñàm2, êîòîðóþ ìû ïåðåîáîçíà÷èì ÷åðåç
θ2(w1), ò.å. g2m2 = ρ2w2 + θ2(w1). Ñîîòíîøåíèå ïðèîáðåòàåò âèä

Im θ2(u1 + iΦ1) = Φ̃2(C z,C z, ρ1 u1)− ρ2(u2 + iΦ2(z, z̄, u1)))

Îòìåòèì, ÷òî ýòî ñîîòíîøåíèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî îòîáðàæåíèå

(z → C z, w1 → ρ1w1, w2 → ρ2w2 + θ2(w1))
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ïåðåâîäèò "óñå÷åííóþ"ïîâåðõíîñòü v1 = Φ1(z, z̄), v2 = Φ2(z, z̄, u1) ïðî-
ñòðàíñòâà Cn+k1+k2 â äðóãóþ "óñå÷åííóþ"ïîâåðõíîñòü v1 = Φ̃1(z, z̄), v2 =
Φ̃2(z, z̄, u1).

È òàê äàëåå äî ïîñëåäíåé âåñîâîé ãðóïïû, ñîîòâåòñòâóþùåé wl. Ñôîð-
ìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 5: Ïóñòü (z → f(z, w), wj → gj(z, w)), j = 1, ..., l îáðàòèìîå
ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå ðîñòêà (4), çàïèñàííîãî â ïðèâåäåííîé ôîðìå
íà äðóãîé òàêîé ðîñòîê (5). Òîãäà
(a) Ýòî îòîáðàæåíèå èìååò âèä

(z → C z + o(1), wj → ρj wj + θj(w1, ..., wj−1) + o(mj), j = 1, ..., l),

ãäå C ∈ GL(n,C), ρj ∈ GL(kj,R)

è ãäå θj(w1, ..., wj−1) - îäíîðîäíàÿ âåùåñòâåííàÿ ôîðìà âåñà mj

ïðè÷åì äëÿ âñåõ j = 1, ..., l

Im θj(u1 + iΦ1(z, z̄), ..., uj−1 + iΦj−1(z, z̄, u1, ..., uj−2))) = (8)

Φ̃j(C z,C z, ρ1 u1, ..., ρj−1 uj−1)− ρj Φj(z, z̄, u1, ..., uj−1)

(b) Ïðè ýòîì òðåóãîëüíîå âçâåøåííî îäíîðîäíîå îòîáðàæåíèå

(z → C z, wj → ρj wj + θj(w1, ..., wj−1), j = 1, ..., l) (9)

ïåðåâîäèò ìîäåëüíóþ ïîâåðõíîñòü Q â ìîäåëüíóþ ïîâåðõíîñòü Q̃.
(c) Äëÿ êàæäîãî j = 1, ..., l − 1 óñå÷åííîå îòîáðàæåíèå

(z → C z, wν → ρν wν + θν(w1, ..., wν−1), ν = 1, ..., j)

ïåðåâîäèò óñ÷åííóþ ìîäåëüíóþ ïîâåðõíîñòü Q(j) = {vν = Φν , ν =
1, ..., j} ïðîñòðàíñòâà Cn+k1+...+kj â äðóãóþ óñå÷åííóþ ìîäåëüíóþ ïîâåðõ-
íîñòü. Q̃(j) = {vν = Φ̃ν , ν = 1, ..., j}.
(d) Äåéñòâèå ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé íà ðîñòêè ìíîãîîáðàçèé äàííî-
ãî òèïà ïîðîæäàåò äåéñòâèå â ïðîñòðàíñòâå âçâåøåííî îäíîðîäíûõ ôîðì
Φ = (Φ1, ...,Φl) ãðóïïû âçâåøåííî îäíîðîäíûõ òðåóãîëüíî ïîëèíîìèàëü-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé âèäà

Φj(z, z̄, u1, ..., uj−1)→ (10)

ρj Φj(C
−1 z, C−1 z, ρ−1

1 u1, ρ
−1
2 (u2 − Re θ2(u1 + iΦ1)), ...,

ρ−1
j−1 (uj−1 − Re θj−1((u1 + iΦ1), ..., (uj−2 + iΦj−2))))
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(e) Ñòàáèëèçàòîð íóëÿ â ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè
Aut0Q0 ñîäåðæèò 1-ïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîäãðóïïó

(z → t z, wj → tmj wj), t ∈ R∗ (11)

Ýòîé ïîäãðóïïå ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðíîå ïîëå âåñà íîëü

X0 = 2 Re (z
∂

∂ z
+

∑
mj wj

∂

∂ wj
), (12)

(f) Åñëè ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Q èìååò â íóëå êîíå÷íûé òèï, òî ýëåìåíò
ñòàáèëèçàòîðà ýòîãî äåéñòâèÿ, ò.å. îòîáðàæåíèå (17) îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñâîåé z-êîîðäèíàòîé, ò.å. ïàðàìåòðîì C ∈ GL(n,C).
Äîêàçàòåëüñòâî: Â ïóíêòå (a) îñòàëîñü ïðîâåðèòü îáðàòèìîñòü ëèíåé-
íûõ îòîáðàæåíèé. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî, êàê ïîêàçàíî âûøå, äèôôå-
ðåíöèàë íàøåãî ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ â íóëå èìååò áëî÷íî-òðåóãîëüíûé
âèä è îáðàòèìîñòü äèôôåðåíöèàëà òðåáóåò îáðàòèìîñòè êàæäîãî äèàãî-
íàëüíîãî áëîêà, ò.å. îòîáðàæåíèé (C, ρ1, ..., ρl). Ïóíêò (b) äîêàçàí âûøå,
ïóíêò (c) ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç (b), (d) ñëåäóåò èç (c). Ïóíêò (e)
- î÷åâèäåí. Äîêàæåì ïóíêò (f), ïîëàãàÿ ïðè ýòîì Φ̃ = Φ. Èìååì äëÿ
îïðåäåëåíèÿ (ρj, θj)

Im (ρj wj + θj(w1, ..., wj−1)) = Φj(C z,C z, ρ1 u1, ..., ρj−1 uj−1).

ãäå wj = uj + iΦj(z, z̄, u1, ..., uj−1) äëÿ j = 1, ..., l. Ïðè ôèêñèðîâàííîì
C ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîñëåäîâàòåëüíî îäíîçíà÷íî îðåäåëÿòü
(ρj, θj) äëÿ j îò 1 äî l. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü óæå îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû
(ρν , θν) ïðè ν = 1, ..., j− 1, èìåþòñÿ äâå ïàðû (ρj, θj) è (ρj + δρj, θj + δθj),
òî

Im (δρj wj + δθj(w1, ..., wj−1)) = 0, ãäå

wν = uν + iΦν(z, z̄, u1, ..., uν), ν = 1, ..., j

Ïîñêîëüêó óñå÷åííàÿ ïîâåðõíîñòü

Qj = {vν = Φν(z, z̄, u1, ..., uν), ν = 1, ..., j}

èìååò êîíå÷íûé òèï, òî (δρj, δθj) = const è ýòà ïîñòîÿííàÿ, â ñèëó ïîëî-
æèòåëüíîñòè âåñà, ðàâíà íóëþ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Â ñëó÷àå, åñëè îòîáðàæåíèÿ (17), îïèñàííûå â ïóíêòå (c), îòîáðàæà-
þò ìîäåëüíóþ ïîâåðõíîñòü Q íà ñåáÿ, òî ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîäãðóïïó
Aut0Q0, ñîñòîÿùóþ èç òàêèõ îòîáðàæåíèé, îáîçíà÷èì ÷åðåç G0.

Çàìå÷àíèå 6: (a) Êàê áûëî ïîêàçàíî â [7], â ñëó÷àå, åñëè ìîäåëüíàÿ
ïîâåðõíîñòü æåñòêàÿ (Φ íå çàâèñÿò îò u), íåëèíåéíûå ñëàãàåìûå θj - îò-
ñóòñòâóþò.
(b) Äëÿ ïîÿâëåíèÿ íåíóëåâîãî íåëèíåéíîãî ñëàãàåìîãî θj íåîáõîäèìî íà-
ëè÷èå íåêîòîðîãî öåëî÷èñëåííîãî óñëîâèÿ, ¾ðåçîíàíñà¿, à èìåííî, ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âèäà

mj = µ1m1 + ...+ µj−1mj−1

ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè µν . Â îòñóòñòâèè ðåçîíàí-
ñîâ ïîäãðóïïà G0 ñîñòîèò òîëüêî èç ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
(c) Â îáùåì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ èç G0 êàâçèëèíåé-
íûìè.

3. Ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Q

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, íàøà ãðàäóèðîâêà ïðîäîëæàåòñÿ è íà ðîñò-
êè âåêòîðíûõ ïîëåé. Â ðåçóëüòàòå àëãåáðà Ëè âñåõ âåùåñòâåííûõ ïî-
ëåé, àíàëèòè÷åñêèõ â îêðåñòíîñòè íóëÿ, ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó
ñâîèõ îäíîðîäíûõ êîìïîíåíò âåñîâ îò (−ml) è âûøå. È ñîîòâåòñòâåí-
íî, ëþáàÿ å¼ ïîäàëãåáðà Ëè íàñëåäóåò ýòó ãðàäóèðîâêó. Â ÷àñòíîñòè,
aut Q =

∑∞
−ml gν . Íàëè÷èå â ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ ëþáîé ìîäåëüíîé

ïîâåðõíîñòè Q ãðàäóèðóþùåé ïîäãðóïïû (11) èìååò î÷åâèäíîå, íî âàæ-
íîå ñëåäñòâèå

Óòâåðæäåíèå 7: (a) Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå X =
∑∞
−µ Xν ∈ aut Q,

òîãäà Xν ∈ aut Q äëÿ âñåõ ν.
(b) Àëãåáðà aut Q - êîíå÷íîìåðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà êî-
íå÷íîãðàäóèðîâàíà, ò.å. aut Q =

∑δ
−µ gν . Ïðè ýòîì îíà ñîñòîèò èç ïîëåé

ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Çäåñü ÷åðåç δ = δ(Q) (ñòàðøèé ïîëîæèòåëüíûé âåñ) ìû îáîçíà÷èëè
ìàêñèìàëüíîå ν, ò.÷. gν 6= 0.
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Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî óðàâíåíèÿ Q çàïèñàíû â ïðèâåäåííîé ôîð-
ìå è ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Q
â íà÷àëå êîîðäèíàò èìååò êîíå÷íûé òèï è, ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìàëü-
íà. Â òàêîì ñëó÷àå êðèòåðèåì êîíå÷íîìåðíîñòè àëãåáðû Ëè autQ0 ÿâ-
ëÿåòñÿ óñëîâèå ãîëîìîðôíîé íåâûðîæäåííîñòè ([10]). Â îáùåì ñëó÷àå
óñëîâèå ãîëîìîðôíîé íåâûðîæäåííîñòè íå èìååò êîíñòðóêòèâíîãî õà-
ðàêòåðà. Ýòî óñëîâèå íåñóùåñòâîâàíèÿ íåêîòîðîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ. Íî
ïîñêîëüêó Q ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì âåùåñòâåííî ïîëèíîìèàëüíîãî îòîáðà-
æåíèÿ, òî ïðîâåðêà ýòîãî óñëîâèÿ ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå ìàêñèìàëüíîñòè
ðàíãà íåêîòîðîé ìàòðèöû. Â êîíêðåòíîé ñèòóàöèè ýòè óñëîâèÿ ìîæíî
ÿâíî âûïèñàòü (ñì. [12],[7]).

Îïðåäåëåíèå 8: Åñëè ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Q èìååò â íà÷àëå êî-
îðäèíàò êîíå÷íûé òèï è ãîëîìîðôíî íåâûðîæäåíà, òî ìû áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî îíà â íà÷àëå êîîðäèíàò íåâûðîæäåíà. Ïðè ýòîì ãîâîðèì ÷òî
CR-ìíîãîîáðàçèå M íåâûðîæäåíî â òî÷êå ξ ∈ M , åñëè ìîäåëüíàÿ ïî-
âåðõíîñòü Q ðîñòêà Mξ â òî÷êå ξ - íåâûðîæäåíà â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Äëÿ ðîñòêà ìíîãîîáðàçèÿ Mξ óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè â òî÷êå ÿâ-
ëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì êîíå÷íîìåðíîñòè autMξ, íî îíî, êîíå÷íî,
íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì.

Óòâåðæäåíèå 9: Äëÿ ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè Q óñëîâèå íåâûðîæ-
äåííîñòè - êðèòåðèé êîíå÷íîìåðíîñòè (êîíå÷íî ãðàäóèðîâàííîñòè) autQ0.
Äîêàçàòåëüñòâî: Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî, íàðóøåíèå ëþáîãî èç äâóõ òðå-
áîâàíèé îïðåäåëåíèÿ 8 âåäåò ê áåñêîíå÷íîìåðíîñòè autQ.

Ïîâåðõíîñòü Q - ýòî ãðàôèê âåùåñòâåííî ïîëèíîìèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ âèäà (6), ïîýòîìó Q â êàæäîé ñâîåé òî÷êå - ýòî ïîðîæäàþùåå âåùå-
ñòâåííî àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå CN êîðàçìåðíîñòè K áåç îñî-
áåííîñòåé. Ðàçìåðíîñòü êîìïëåêñíîé êàñàòåëüíîé, ò.å. CR-ðàçìåðíîñòü,
âñþäó îäèíàêîâà è ðàâíà n = N−K. ÍàáîðK ãðàäèåíòîâ îïðåäåëÿþùèõ
óðàâíåíèé âî âñåõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà èìååò ìàêñèìàëüíûé êîìïëåêñ-
íûé ðàíã K. Îäíàêî òèï ìîæåò çàâèñåòü îò òî÷êè Q. Â ñâÿçè ñ ýòèì
ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà Q.

Qm - ñîâîêóïíîñòü òî÷åê ξ ∈ Q, òàêèõ ÷òî Q â ξ ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðà-
çèåì êîíå÷íîãî òèïà, ÷åé òèï ïî Áëóìó-Ãðýìó ðàâåí

m = (m1, . . . ,m1, . . . ,m2, . . . ,m2, . . . ,ml, . . . ,ml)
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= ((m1, k1), (m2, k2), . . . , (ml, kl)),

îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì êîðàçìåðíîñòü K =
∑
kj.

Qµ - ñîâîêóïíîñòü òî÷åê ξ ∈ Q, òàêèõ ÷òî Q â ξ èìååò ñòàðøèé âåñ
ðàâíûé µ, ãäå 2 ≤ µ <∞.

Âñå ðàññìîòðåííûå õàðàêòåðèñòèêè ãîëîìîðôíî èíâàðèàíòíû, ïîýòî-
ìó îíè ïîñòîÿííû íà êàæäîé îðáèòå äåéñòâèÿ ãðóïïû ãîëîìîðôíûõ àâ-
òîìîðôèçìîâ Q. Êàê áûëî ïîêàçàíî â [4] âñå âïîëíå íåâûðîæäåííûå
ìîäåëüíûå ïîâåðõíîñòè ÿâëÿþòñÿ ãîëîìîðôíî îäíîðîäíûìè, ò.å. ãðóïïà
ãîëîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ äåéñòâóåò íà íèõ òðàíçèòèâíî. Ïîýòîìó,
â ñëó÷àå ïîëíîé íåâûðîæäåííîñòè Q = Qm, ãäå m - ýòî òèï Q â íà÷à-
ëå êîîðäèíàò. Åñëè æå ïîëíîé íåâûðîæäåííîñòè íåò, òî ñâîéñòâî ãîëî-
ìîðôíîé îäíîðîäíîñòè ìîæåò óòðà÷èâàòüñÿ è êàðòèíà ñòàíîâèòñÿ áîëåå
ðàçíîîáðàçíîé.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà íàì ïîíàäîáèòñÿ íîâîå
îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà RN ñ êîîðäèíàòîé x áóäåì íà-
çûâàòü ïîëóàëãåáðàè÷åñêèì, åñëè îíî çàäàíî óñëîâèåì âèäà

pα(x) = 0, α ∈ A, qβ(x) 6= 0, β ∈ B,

ãäå A è B - êîíå÷íûå íàáîðû èíäåêñîâ. Îáû÷íî ýòîò òåðìèí èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ìíîæåñòâ (èñïîëüçóþòñÿ îòíîøåíèÿ áîëüøå-
ìåíüøå). Ìû ïîëüçóåìñÿ ýòèì òåðìèíîì ïî ïðè÷èíå îòñóòñòâèÿ áîëåå
ïîäõîäÿùåãî.

Òåîðåìà 10: Ïóñòü Q - íåâûðîæäåííàÿ ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü.
(a) Åñëè µ(0) - ýòî ñòàðøèé âåñ Q â íà÷àëå êîîðäèíàò, òîãäà µ(ξ) ≤ µ(0)
äëÿ âñåõ ξ, ò.å. µ(0) - ýòî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñòàðøåé ñòåïåíè è,
ñîîòâåòñòâåííî,

Q =
µ(0)⋃
ν=2

Qν .

Â ÷àñòíîñòè, íà Q íåò òî÷åê áåñêîíå÷íîãî òèïà.
(b) Qν , Qm - ýòî âåùåñòâåííûå ïîëóàëãåáðàè÷åñêèå ïîäìíîæåñòâà Q.
(c) Êàê µ(ξ), òàê è m(ξ) ïðèíèìàþò íà Q ëèøü êîíå÷íûé íàáîð çíà÷å-
íèé.
(d) Ïóñòü µmin - ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ñòàðøåãî âåñà ïî âñåì òî÷êàì Q,
ïóñòü Qµmin - ýòî òî÷êè ñ òàêèì ñòàðøèì âåñîì. Òîãäà Qµmin - îòêðûòîå
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ïîäìíîæåñòâî Q.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðîöåäóðà îïðåäåëåíèÿ òèïà ïî Áëóìó-Ãðýìó äëÿ Q
ñîñòîèò èç âåñîâîãî ïåðåðàçëîæåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé â íîâîé
òî÷êå è ïðèâåäåíèÿ ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå (èëè
ê ïðèâåäåííîé ôîðìå). Îáå ýòè ïðîöåäóðû íå ïîâûøàþò âåñîâ ïðàâûõ
÷àñòåé óðàâíåíèé. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ òèïà òî,
÷òî âåñ êàæäîé ïåðåìåííîé íå ïîâûñèëñÿ ìîæíî ïîÿñíèòü òàê. Ïðè ïåðå-
ðàçëîæåíèè ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé â íîâîé òî÷êå ξ ñòàðøàÿ âåñîâàÿ
êîìïîíåíòà ( ïî îòíîøåíèþ ê ñòàðîìó âåñó) â íîâîé òî÷êå îñòàëàñü áåç
èçìåíåíèÿ. Ïóñòü âñå óñå÷åííûå ìîäåëüíûå ïîâåðõíîñòè Qν ïðè ν < j
èìåþò êîíå÷íûé òèï. Èñïîëüçóÿ áàçèñ âåêòîðíûõ ïîëåé, ïîðîæäàþùèõ
ðàñïðåäåëåíèå êîìïëåêñíûõ êàñàòåëüíûõ D1 ìû âèäèì, ÷òî óñëîâèå êî-
íå÷íîñòè òèïà Qj â òî÷êå ξ îñòàëîñü ïðåæíèì. ò.å. âåñ ïåðåìåííîé ìîæåò
óïàñòü, íî íå ìîæåò âîçðàñòè. Ýòî äîêàçûâàåò (a).
Â ñèëó (a) äëÿ ïðîâåðêè ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè ôèêñèðîâàííîìó êîíå÷-
íîìó òèïó äîñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî óñëîâèé ëèíåéíîé
çàâèñèìîñòè è íåçàâèñèìîñòè ïîëåé ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè. Äàëåå, ìíîæåñòâî òî÷åê ôèêñèðîâàííîãî ñòàðøåãî âåñà åñòü êîíå÷-
íîå îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ ôèêñèðîâàííûõ òèïîâ, ò.å. êîíå÷íîå îáúåäè-
íåíèå ïîëóàëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ. Ýòî äîêàçûâàåò (b).
Èç íåðàâåñòâà µ(ξ) ≤ µ(0) ñëåäóåò êîíå÷íîñòü çíà÷åíèé µ(ξ), à äëÿ îãðà-
íè÷åííîãî ñòàðøåãî âåñà èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå çíà÷åíèå òèïîâ m(ξ).
Ýòî äîêàçûâàåò (c).
Ñòàðøèé âåñ - ýòî êîëè÷åñòâî âëîæåííûõ îïåðàöèé âçÿòèÿ ñêîáêè äëÿ
áûçèñíûõ ïîëåé èç êîìïëåêñíîé êàñàòåëüíîé äîñòàòî÷íûé äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ ïîëíîé êàñàòåëüíîé. Ýòî óñëîâèå ìîæíî çàïèñàòü êàê óñëîâèå ïîëíî-
òû ðàíãà äëÿ ñêîáîê äàííîé ãëóáèíû. Ýòî óñëîâèå âûïîëíåííîå â òî÷êå
âûïîëíÿåòñÿ è â îêðåñòíîñòè. Â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè óìåíüøèòñÿ ýòà
ãëóáèíà íå ìîæåò. Ýòî äîêàçûâàåò (d). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, òàêæå, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü óðàâíåíèé Q, ò.å. m1(ξ)
íà îòêðûòîì ïëîòíîì ìíîæåñòâå, î÷åâèäíî, ðàâíà 2.

Ñ êàæäîé òî÷êîé ξ ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè Q ñâÿçàíû òàêèå õàðàê-
òåðèñòèêè êàê òèï â òî÷êå m(ξ) è ñòàðøèé âåñ â òî÷êå µ(ξ). Òîò òèï,
êîòîðûé ìû èñõîäíî ñâÿçûâàåì ñ Q è êîòîðûé ïðèñóòñòâóåò â óðàâíå-
íèÿõ Q - ýòî åå òèï â íà÷àëå êîîðäèíàò m(0). È åñëè ïîâåðõíîñòü íå
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ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé, òî òèï íå ïîñòîÿíåí.

Ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, ÷òî òèï òî÷åê ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè íå îáÿ-
çàí áûòü ïîñòîÿííûì - íåòðóäíî. Ïóñòü ãèïåðïîâåðõíîñòü â C2 çàäàíà
óðàâíåíèåì v = Re(z2 z̄). Îíà ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòüþ è å¼
òèï ðàâåí m(0) = (3). Åñëè òó æå ãèïåðïîâåðõíîñòü ðàññìîòðåòü â òî÷êå
ξ = (a, b), òî åå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå v = Re(a) |z|2 + Re(z2 z̄). Ò.å. å¼
òèï m(ξ) = (2), åñëè Re(a) 6= 0 è m(ξ) = (3), åñëè Re(a) = 0. Àíàëîãè÷íî
ñòàðøàÿ ñòåïåíü µ(ξ) = 2 âñþäó êðîìå äâóìåðíîé ïëîñêîñòè Re(a) = 0 è
3 íà ýòîé ïëîñêîñòè.

Îäíî èç îñíîâíûõ ñâîéñòâ ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè ýòî òî, ÷òî ëîêàëü-
íàÿ ãðóïïà å¼ ãîëîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ ïàðàìåòðèçóåò ñåìåéñòâî
ãîëîìîôíûõ îòîáðàæåíèé ìåæäó ðîñòêàìè îäèíàêîâîãî òèïà. Â ÷àñòíî-
ñòè, ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñàìîé ãîëîìîðôíî ñèììåòðè÷íîé
ïîâåðõíîñòüþ, ò.ê. ìàæîðèðóåò ïî ðàçìåðíîñòè ñòàáèëèçàòîð â ãðóïïå
ëþáîãî íåâûðîæäåííîãî ðîñòêà.

Èç òåîðåìû 5 ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå
Ñëåäñòâèå 11: Ëþáîå ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå χ ðîñòêà (4), çàïè-

ñàííîãî â ïðèâåäåííîé ôîðìå íà äðóãîé òàêîé ðîñòîê (5) ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèè χ = ψ ◦ ϕ, ãäå

ϕ = (z → z + o(1), wj → wj + o(mj)) (13)

à ψ ∈ G0, ò.å. ýëåìåíò ãðóïïû êâàçèëèíåéíûõ àâòîìîðôèçìîâ Q̃, ñîõðà-
íÿþùèé íåïîäâèæíûì íà÷àëî êîîðäèíàò.

Ïóñòü èìååñòñÿ îòîáðàæåíèå (4) íà (5)

(z → z + f2 + ... wj → wj + gmj(mj+1)...)

Çàïèøåì äëÿ íåãî cîîòíîøåíèå (7) è âûäåëèì â íåì êîìïîíåíòû ñëåäó-
þùèõ âåñîâ. Â êîîðäèíàòàõ ãðóïïû w1 âûäåëèì êîìïîíåíòó âåñà m1 +µ,
â êîîðäèíàòàõ w2 - êîìïîíåíòó âåñà m2 + µ è ò.ä.Ïîëó÷àåì

−Im gj(mj+µ) +

dΦj(z, z̄, u1, ..., uj−1)(f1+µ, f1+µ,Re g1(m1+µ), ...,Re g(j−1)(mj−1+µ)) + ... = 0,

1 ≤ j ≤ l, ïðè÷åì àðãóìåíòû â f è g ýòî wν = (uν + iΦν).(14)
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Çäåñü ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû ÷ëåíû ñîîòíîøåíèÿ, çàâèñÿùèå îò íàáî-
ðîâ hν = (f1+ν , gm1(m1+ν), ..., gmj−1(mj−1+ν)) ïðè ν < µ. Ïîëó÷åííîå ñîîòíî-
øåíèå (ãîìîëîãè÷åñêîå óðàâíåíèå) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ
íàáîðà hµ, åñëè èçâåñòíû âñå íàáîðû ñ ìåíüøèìè íîìåðàìè. Äëÿ ýòîãî
íóæíî ðåøèòü îòíîñèòåëüíî hµ íåîäíîðîäíîå ëèíåéíîå àëãåáðàè÷åñêîå
óðàâíåíèå (14), ãäå âûðàæåíèå, îáîçíà÷åííîå ìíîãîòî÷èåì, îïðåäåëÿåò-
ñÿ íà îñíîâàíè èçâåñòíûõ çíà÷åíèé hν ïðè ν < µ. Ïîñêîëüêó ðàçìåð-
íîñòü ñåìåéñòâà ðåøåíèé íåîäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ íå ïðåâîñ-
õîäèò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíî-
ãî óðàâíåíèÿ ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ðàçìåðíîñòü ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé (4)
â (5) íå ïðåâîñõîäèò ðàçìåðíîñòè ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

−Im gj + dΦj(z, z̄, u1, ..., uj−1)(f, f ,Re g1, ...,Re gj−1) = 0,

1 ≤ j ≤ l, ïðè÷åì àðãóìåíòû â f è g ýòî wν = uν + iΦν . (15)

Ýòî óðàâíåíèå ïîëó÷åíî ñëîæåíèåì îäíîðîäíûõ ÷àñòåé ñîîòíîøåíèé (14)
ïî âñåì µ. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (15) ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì, ÷òî
âåêòîðíîå ïîëå âèäà (1) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì autQ. Èòàê, íàìè äîêàçàíà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 12: (a) Ðàçìåðíîñòü ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé (4) íà (5), ñî-
õðàíÿþùèõ íà÷àëî êîîðäèíàò, íå ïðåâîñõîäèò ðàçìåðíîñòè aut0 Q0, â
÷àñòíîñòè

dim autξMξ ≤ dim aut0Q0

(b) Ïóñòü Q - íåâûðîæäåíà è δ = δ(Q) - íîìåð ñòàðøåé ïî âåñó íåíóëåâîé
êîìïîíåíòû àëãåáðû aut Q0. Òîãäà åñëè èìåþòñÿ äâà îòîáðàæåíèÿ (4)
íà (5), ñîõðàíÿþùèõ íà÷àëî êîîðäèíàò, ó êîòîðûõ ñîâïàäàþò âåñîâûå δ-
ñòðóè â íà÷àëå êîîðäèíàò, òî ýòè îòîáðàæåíèÿ ñîâïàäàþò. Â ÷àñòíîñòè,
àâòîìîðôèçì Mξ ñ òîæäåñòâåííîé δ-ñòðóåé åñòü òîæäåñòâåííîå îòîáðà-
æåíèå.

Äàííîå ðàññóæäåíèå âîñõîäèò ê ðàáîòå Ïóàíêàðå [1] è ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé âåðñèþ òåîðåìû î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè â êëàññå ôîðìàëüíûõ
ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Îáùàÿ ñõåìà òåîðåìû î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè òàêîâà:
êîëü ñêîðî ëèíåéíàÿ ÷àñòü íåêîòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ îäíîçíà÷íî ðàçðå-
øèìà îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ïåðåìåííûõ, òî òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü
è îá èñõîäíîì íåëèíåéíîì ñîîòíîøåíèè. Â äàííîé ñèòóàöèè ëèíåéíàÿ
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÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ ýòî ñîîòíîøåíèå

L(f, g) = ∂zΦ(z, z̄, u)(f) + ∂z̄Φ(z, z̄, u)(f̄) + ∂uΦ(z, z̄, u)(Re g)− Img,

ãäå wj = uj + iΦj,

êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, åñòü â òî÷íîñòè óñëîâèå òîãî, ÷òî ïîëå (f, g)
êàñàòåëüíî ê ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè Q.

Çàìå÷àíèå 13: Îïèñàííàÿ âûøå ðåêóððåíòíàÿ ñõåìà âû÷èñëåíèÿ
êîìïîíåíò îòîáðàæåíèÿ c îïîðîé íà îïåðàòîð L ìîæåò áûòü äàëåå óñî-
âåðøåíñòâîâàíà è ïðåâðàùåíà â ðåêóððåíòíûé ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ êîì-
ïîíåíò îòîáðàæåíèÿ ñîâìåñòíî ñ ïðèâåäåíèåì óðàâíåíèé ðîñòêà ê íîð-
ìàëüíîé ôîðìå. Ýòî áûëî ñäåëàíî â ðàáîòàõ [1], [2] äëÿ íåâûðîæäåííûõ
ãèïåðïîâåðõíîñòåé. Òàì æå áûëà äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ïîñòðîåííîé íîð-
ìàëüíîé ôîðìû. Ïðè÷åì äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè, äàæå â ýòîé ïðî-
ñòåéøåé ñèòóàöèè ïîòðåáîâàëî íåìàëûõ óñèëèé. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíî-
ãîîáðàçèé êîíå÷íîãî òèïà íå òðóäíî îïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ îïåðàòî-
ðó L ôîðìàëüíóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó. Ïðîöåäóðà åå ïîñòðîåíèÿ ñâîäèò-
ñÿ ê ïîñòðîåíèþ, â ïîäõîäÿùåì ïðîñòðàíñòâå ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ, ïðÿ-
ìîãî äîïîëíåíèÿ ê îáðàçó îïðåðàòîðà L. Íî ðàññ÷èòûâàòü, ïðè ýòîì, íà
ñõîäÿùóþñÿ, ïðèãîäíóþ äëÿ âñåõ ñèòóàöèé, íîðìàëüíóþ ôîðìó â îáùåì
ñëó÷àå íå ïðèõîäèòñÿ.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ïîëîæèòåëüíóþ CR-ðàçìåðíîñòü ðàâíóþ n.
Èìåþòñÿ òèïû, äëÿ êîòîðûõ âñå íåâûðîæäåííûå ìîäåëüíûå ïîâåðõíî-
ñòè äàííîãî òèïà ýêâèâàëåíòíû è ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ó íèõ - èçî-
ìîðôíû. Ò.å. ïî ñóùåñòâó ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü îäíà. Íî ýòî èñêëþ÷å-
íèå. Â îáùåì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî íåâûðîæäåííûõ âåñîâûõ ôîðì Ω =
{(Φ1, ...,Φl)} ðàñïàäàåòñÿ íà ìíîæåñòâî îðáèò äåéñòâèÿ ïóíêòà (d) òåî-
ðåìû 5, ïðè÷åì, êàê ïðàâèëî, ñåìåéñòâî îðáèò çàâèñèò îò íåïðåðûâíûõ
ïàðàìåòðîâ (êîíòèíóàëüíî). Â ñâÿçè ñ ýòèì, à òàêæå â ñâÿçè ñ òåîðå-
ìîé 12, ñôîðìóëèðóåì âîïðîñ. Âåðíî ëè, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ CR-
ðàçìåðíîñòè è Áëóì-Ãðýì-òèïå ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíàÿ, ò.å. íå çàâèñÿ-
ùàÿ îò âûáîðà íåâûðîæäåííîé ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè îöåíêà ðàçìåð-
íîñòè ãðóïïû? Äëÿ íåêîòîðûõ òèïîâ òàêèå ðàâíîìåðíûå, ïðè÷åì òî÷íûå
îöåíêè íàïèñàíû.

Ïðåäëîæèì çäåñü ðàññóæäåíèå, ïîêàçûâàþùåå, ÷òî òàêàÿ îöåíêà èìå-
åòñÿ è â îáùåì ñëó÷àå. Çàôèêñèðóåì CR-ðàçìåðíîñòü n è íåêîòîðûé
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ôèêñèðîâàííûé òèï - m. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D(n,m) ìàêñèìóì ðàçìåðíî-
ñòåé ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ ïî âñåì íåâûðîæäåííûì ìîäåëüíûì ïîâåðõ-
íîñòÿì CR-ðàçìåðíîñòè n è Áëóì-Ãðýì-òèïà m, à ÷åðåç Ds(n,m) ìàê-
ñèìóì ðàçìåðíîñòåé ñòàáèëèçàòîðîâ íà÷àëà êîîðäèíàò ïðè ýòèõ n è m.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç D(n, µ) ìàêñèìóì ðàçìåðíîñòåé ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ
ïî âñåì íåâûðîæäåííûì ìîäåëüíûì ïîâåðõíîñòÿì ñòàðøåãî âåñà µ = ml

è CR-ðàçìåðíîñòè n, à ÷åðåç Ds(n, µ), àíàëîãè÷íî, ìàêñèìóì ðàçìåðíî-
ñòåé ñòàáèëèçàòîðîâ íà÷àëà êîîðäèíàò ïðè ýòèõ n è µ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
D(n,K) ìàêñèìóì ðàçìåðíîñòåé ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ ïî âñåì íåâû-
ðîæäåííûì ìîäåëüíûì ïîâåðõíîñòÿì CR-ðàçìåðíîñòè n è êîðàçìåðíî-
ñòè K, à ÷åðåç Ds(n,K) ìàêñèìóì ðàçìåðíîñòåé ñòàáèëèçàòîðîâ íà÷àëà
êîîðäèíàò ïðè ýòèõ n è K.

Òåîðåìà 14: Ds(n,m) ≤ D(n,m) < ∞, Ds(n, µ) ≤ D(n, µ) <
∞, Ds(n,K) ≤ D(n,K) <∞.

Äîêàçàòåëüñòâî: Äîêàæåì ïåðâîå íåðàâåíñòâî. Ïóñòü Q - ïðîèçâîëü-
íàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ïðè ôèêñèðîâàííûõ n è m,
à autQξ - àëãåáðà Ëè â òî÷êå ξ. ×òîáû îöåíèòü ðàçìåðíîñòü àëãåáðû
â íóëå äîñòàòî÷íî îöåíèòü ýòó ðàçìåðíîñòü äëÿ áëèçêîé ê íóëþ òî÷êå
âíå ñîáñòâåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ïîäìíîæåñòâà (â òî÷êå îáùåãî ïîëî-
æåíèÿ). Ïîâåðõíîñòü Q - ãîëîìîðôíî íåâûðîæäåíà è âcþäó èìååò êî-
íå÷íûé òèï. Ïîýòîìó ìû ìîæåì âûáðàòü áëèçêóþ ê íóëþ òî÷êó ξ, â
êîòîðîé ê Q ïðèìåíèìî ñëåäñòâèå 12.3.3. èç [10], â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòî-
ðûì ëîêàëüíûé àâòîìîðôèçì Q îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé ñòðóåé
â òî÷êå ξ ïîðÿäêà (K + 1)n, ãäå K - êîðàçìåðíîñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
òèïó, ò.å. ñóììà êðàòíîñòåé äëÿ äàííîãî òèïà. Ïðè ýòîì ðàçìåðíîñòü
îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà n+K. Ýòî äàåò ðàâíîìåðíóþ îöåíêó
ðàçìåðíîñòè ñòðóè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî íåðàâåíñòâà çàìåòèì,
÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé n è µ ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñ-
ëî òèïîâ âîçìîæíûõ òèïîâ m. Äîêàæåì (c). Ïóñòü Q ìîäåëüíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé Dν , ïîðîæäåííîå
êîìïëåêñíûìè êàñàòåëüíûìè ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè âçÿòèÿ ñêîáêè. Åñ-
ëè èìååòñÿ ïîëíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè Q, ãäå ðàçìåðíîñòü, íå äîñòèãíóâ
ïîëíîé, íå âîçðîñëà â êàæäîé òî÷êå õîòÿ áû íà åäèíèöó, òî ýòî çíà÷èò,
÷òî ýòà ïîâåðõíîñòü â êàæäîé òî÷êå ýòîé îêðåñòíîñòè èìååò áåñêîíå÷-
íûé òèï, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 10. Òàêèì îáðàçîì, â òî÷êå îáùåãî
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ïîëîæåíèÿ ãëóáèíà ïîñëåäîâàòåëüíûõ îïåðàöèé âçÿòèÿ ñêîáêè, à ýòî è
åñòü ñòàðøàÿ ñòåïåíü µ â ýòîé òî÷êå, íå ïðåâîñõîäèò K+1. Òåïåðü òðåòüå
íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç âòîðîãî. Îöåíêè äëÿ ñòàáèëèçàòîðîâ - î÷åâèäíû.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îöåíêè íà ðàçìåðíîñòü, êîòîðûå âîçíèêàþò â ýòîì ðàññóæäåíèè, î÷å-
âèäíî äàëåêè îò òî÷íûõ.

Ãîëîìîðôíàÿ íåâûðîæäåííîñòü âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ - ýòî ãëîáàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà. Ãîëîìîðôíàÿ âûðîæäåííîñòü
â îäíîé òî÷êå îçíà÷àåò ãîëîìîðôíóþ âûðîæäåííîñòü âî âñåõ îñòàëüíûõ.
Òàê æå ñ ãîëîìîðôíîé íåâûðîæäåííîñòüþ. Íî êîíå÷íîñòü òèïà ìíîãî-
îáðàçèÿ â òî÷êå - ýòî õàðàêòåðèñòèêà, êîòîðàÿ äàæå äëÿ âåùåñòâåííî
àíàëèòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ìîæåò ìåíÿòüñÿ. Ïðîñòîé ïðèìåð - ãèïåð-
ïîâåðõíîñòü â C2, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì v = u |z|2. Îäíàêî, êàê äîêàçàíî
â òåîðåìå 10, äëÿ ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè ýòî íåâîçìîæíî. Èç òåîðåì 10
è 12 ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 15: Åñëè ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Q íåâûðîæäåíà (îïðå-
äåëåíèå 8) â íà÷àëå êîîðäèíàò, òî òî îíà íåâûðîæäåíà â êàæäîé òî÷êå.
Ïðè ýòîì dim autQξ <∞ äëÿ âñåõ ξ.

Îòìåòèì åùå îäíî îáñòîÿòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 8
óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè ìíîãîîáðàçèÿ â òî÷êå ýòî óñëîâèå íåâûðîæ-
äåííîñòè åãî ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè â äàííîé òî÷êå. Â ñâîþ î÷åðåäü,
óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè ñîñòîèò èç äâóõ òðå-
áîâàíèé. Èç óñëîâèÿ êîíå÷íîñòè òèïà è ãîëîìîðôíîé íåâûðîæäåííîñòè.
Óñëîâèå êîíå÷íîñòè òèïà äëÿ ðîñòêà è òî æå óñëîâèå äëÿ åãî ìîäåëüíîé
ïîâåðõíîñòè - ýòî îäíî è òî æå óñëîâèå (ñì. [8]). À êàê ñâÿçàíû óñëî-
âèÿ ãîëîìîðôíîé íåâûðîæäåííîñòè äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ è äëÿ ìîäåëüíîé
ïîâåðõíîñòè? Èç òåîðåìû 12 ñðàçó ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 16: Ïóñòü èìååòñÿ ðîñòîê Mξ è åãî ìîäåëüíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü Q0. Åñëè Q0 - íåâûðîæäåíà, òî Mξ - ãîëîìîðôíî íåâûðîæäåíà.

Ò.å. èç íåâûðîæäåííîñòè ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè ñëåäóåò âûïîëíåíèå
îáîèõ óñëîâèé è äëÿ ðîñòêà. Ïðè ýòîì ïðîñòîé ïðèìåð ãèïåðïîâåðõíî-
ñòè â C3 âèäà {v = |z1|2 + |z2|4} ïîêàçûâàåò, ÷òî èç ãîëîìîðôíîé íåâû-
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ðîæäåííîñòè ìíîãîîáðàçèÿ ãîëîìîðôíàÿ íåâûðîæäåííîñòü ìîäåëüíîé
ïîâåðõíîñòè, êîíå÷íî, íå ñëåäóåò.

Â [7] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ æåñòêèõ ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé, ò.å.
äëÿ ïîâåðõíîñòåé çàäàííûõ óðàâíåíèÿìè vj = Φj(z, z̄), j = 1, ..., l íåîá-
õîäèìîå óñëîâèå ãîëîìîðôíîé îäíîðîäíîñòè, óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà òèïà
ïî Áëóìó-Ãðýìó, ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì. Ýòîò æå êðèòåðèé îñòàåòñÿ â
ñèëå è äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè êîíå÷íîãî òèïà.

Ïóñòü ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Q çàäàíà óðàâíåíèÿìè

vj = Φj(z, z̄, u1, ..., uj−1), j = 1, ..., l,

ãäå Φj - ôîðìà âåñà mj â ìîäèôèöèðîâàííîé ñòàíäàðòíîé ôîðìå, ãäå êî-
îðäèíàòíûå ôîðìû ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ò.å.Q â íà÷àëå êîîðäèíàò èìååò
êîíå÷íûé òèïm. Ïóñòü ξ = (a , b1+iΦ1(a, ā), . . . , bj+iΦl(a, ā, b1, . . . , bl−1))
íåêîòîðàÿ òî÷êà Q.

Òåîðåìà 17:
(a) Äëÿ ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè êîíå÷íîãî òèïà Q ãîëîìîðôíûé àâòî-
ìîðôèçì, ïåðåâîäÿùèé íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó ξ ∈ Q ñóùåñòâóåò â
òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè Q â ξ èìååò òîò æå òèï ïî Áëóìó-Ãðýìó,
÷òî è â íà÷àëå êîîðäèíàò. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óñëîâèå ïî-
ñòîÿíñòâà òèïà ÿâëÿåòñÿ äëÿ ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè Q êðèòåðèåì ãîëî-
ìîðôíîé îäíîðîäíîñòè.
(b) Åñëè òèïû â íà÷àëå êîîðäèíàò è â ξ ñîâïàäàþò, òî ïåðåâåñòè íà÷àëî
êîîðäèíàò â ξ ìîæíî íå ìåíÿÿ âåñîâ êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà òðåóãîëüíî-
ïîëèíîìèàëüíûì îòîáðàæåíèåì Sξ âèäà

z → z + a, wj → wj + Pj(z, w1, ..., wj−1; ξ), j = 1, ..., j,

ãäå Pj - ãîëîìîðôíûé ïîëèíîì îò (z, w1, ..., wj−1) âåñà ñòðîãî ìåíüøåãî
mj, ïðè÷åì ýòîò ¾ñäâèã¿ Sξ â òî÷êó ξ îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå (z → z + a, uj → uj + bj),
êîòîðîå ïåðåíîñèò íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó (a, b1, ...bl). Äëÿ êàæäîé
âåêòîðçíà÷íîé ôîðìû Φj ìîæíî çàïèñàòü

Φj(z + a, z̄ + ā, u1 + b1, ..., uj−1 + bj−1) =

Φj(z, z̄, u1, ..., uj−1) + ∆Φj (z, z̄, u1, ..., uj−1, a, ā, b1, ..., bj−1),
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ãäå äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî (a, b1, ...bj−1) ðàçëîæåíèå ∆Φj â ñóììó
âåñîâûõ êîìïîíåíò ñîäåðæèò ëèøü êîìïîíåíòû âåñîâ, ñòðîãî ìåíüøèõ
mj. Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèå Q íå èìåþò íè ñòàíäàðòíîé ôîð-
ìû, íè ïðèâåäåííîé ôîðìû. Ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ïåðåñòàþò áûòü
âçâåøåííî îäíîðîäíûìè.

Ïðîöåäóðà ïðèâåäåíèÿ ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå, îïèñàííàÿ â [8], ÿâëÿåò-
ñÿ ïîøàãîâîé ïðîöåäóðîé, çàíóìåðîâàííîé íîìåðàìè êîîðäèíàò ãðóïïû
w. Ò.å. åñëè ýòîò ïðîöåññ îñòàíîâèòü äî åãî îêîí÷àòåëüíîãî çàâåðøåíèÿ,
òî âåñà óæå íàçíà÷åííûå îáðàáîòàííûì ïåðåìåííûì â äàëüíåéøåì íå
ìåíÿþòñÿ, êàê è âèä ïîëó÷åííûõ êîîðäèíàò Φ â ñòàíäàðòíîé ôîðìå.
Ðàññìîòðèì ïåðâóþ ãðóïïó óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâóþùóþ êîîðäèíàòå w1.
Ïåðåìåííàÿ z, íåçàâèñèìî îò äàëüíåéøåãî, èìååò âåñ 1. Ñîîòâåòñòâåí-
íî íå èçìåíèëñÿ âåñ ( çäåñü ðàâíûé ñòåïåíè) ôîðìû Φ1 ðàâíûé m1. Âñå
âîçìîæíîñòè äëÿ óäàëåíèÿ ïîÿâèâøèõñÿ ñëàãàåìûõ âåñîâ, ìåíüøèõ m1,
ðåàëèçóþòñÿ ïîëèíîìèàëüíî-òðåóãîëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, èñïîëü-
çóþùèå ãîëîìîðôíîñòü ìîíîìîâ âèäà zα. Òàêèì îáðàçîì óáèðàþòñÿ âñå
ïëþðèãàðìîíè÷åñêèå ÷ëåíû. Åñëè â êàêîé-ëèáî êîîðäèíàòå ãðóïïû w1

ïîñëå ýòîãî îñòàëîñü ñëàãàåìîå âåñà ìåíüøåãî m1 - ýòî îçíà÷àåò èçìåíå-
íèå òèïà. À èìåííî, ïîÿâëåíèå íîâîãî âåñà, ìåíüøå ìèíèìàëüíîãî âåñà
m1. Òàêèì îáðàçîì, èç óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ òèïà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëå òðå-
óãîëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà (z → z, w1 → w1 + P1(z; a, ā)) ïåðâàÿ
ãðóïïà óðàâíåíèé âîçâðàùàåòñÿ ê ïðåæíåìó âèäó, à èìåííî v1 = Φ1(z, z̄).
Ïðè ýòîì ïîëèíîì P1 îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî.

Äàëåå, ïóñòü ìû îñóùåñòâèëè ïðèâåäåíèå â òî÷êå ξ ê ñòàíäàðòíîé
ôîðìå âñåõ óðàâíåíèé ãðóïï (w1, w2, ..., wj−1). Âåñà âñåõ ýòèõ ïåðåìåí-
íûõ îñòàëèñü òåìè æå è ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòíûå ôîðìû íå ïî-
ìåíÿëèñü. Ïðè ýòîì âåñà âñåõ ñëàãàåìûõ, ñòîÿùèõ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâ-
íåíèÿ j-é ãðóïïû îïðåäåëåíû. Â ÷àñòíîñòè, ñòàðøåå ñëàãàåìîå èìååò âèä
Φj(z, z̄, u1, ...uj−1) è âåñ ðàâíûé mj. Âñå âîçìîæíîñòè äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ

ñëåäóþùåãî øàãà îñíîâàíû íà ãîëîìîðôíîñòè ìîíîìîâ âèäà zα wβ11 ...w
βj−1

j−1

âåñîâ, ìåíüøèõmj è îíè ðåàëèçóþòñÿ ïîëèíîìèàëüíî-òðåóãîëüíûìè ïðå-
îáðàçîâàíèÿìè âèäà wj → wj + P (z, w1, ...wj−1) (z è âñå ìëàäøèå w -
íà ìåñòå), ïðè÷åì âåñ ïîëèíîìà P ñòðîãî ìåíüøå mj è ïîëèíîì îïðå-
äåëåí îäíîçíà÷íî. Åñëè ïðè ýòîì èñ÷åçíóò íå âñå ñëàãàåìûå ìåíüøå-
ãî âåñà, òî ýòî îçíà÷àåò óìåíüøåíèå êðàòíîñòè âåñà mj è óâåëè÷åíèå
êðàòíîñòè îäíîãî èç ìåíüøèõ âåñîâ. Òàêèì îáðàçîì èç óñëîâèÿ ñîõðà-
íåíèÿ òèïà ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå j-é ãðóïïû âåðíåòñÿ ê ñòàðîìó âèäó
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vj = Φj(z, z̄, u1, ...uj−1) è ïåðåìåííûå ãðóïïû wj ñîõðàíÿþò ñòàðûé âåñ
mj. Çàâåðøàÿ ýòîò ïðîöåññ ìû ïîëó÷àåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 17 ìû èñïîëüçîâàëè ïðîöåññ ïîñòðîå-
íèÿ ñòàíäàðòíîé èëè ïðèâåäåííîé ôîðì óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè. Èìååò
ñìûñë åùå ðàç âåðíóòüñÿ ê ýòîìó ïðîöåññó è äàòü åãî áîëåå àëãåáðàè÷å-
ñêîå è àëãîðèòìè÷åñêîå îïèñàíèå.

Èñõîäíî ìû èìååì óðàâíåíèÿ ðîñòêà ìíîãîîáðàçèÿ â íà÷àëå êîîðäè-
íàò âèäà v = F (z, z̄, u), ãäå F - âåùåñòâåííûé âåêòîðçíà÷íûé ñòåïåííîé
ðÿä áåç ñâîáîäíîãî è ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ. Ïðîñòðàíñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ
ñêàëÿðíûõ ðÿäîâ îò (z, z̄, u) ÷åðåç F . Êîìïëåêñíàÿ êàñàòåëüíàÿ â íà÷à-
ëå êîîðäèíàò - ýòî ïëîñêîñòü ïåðåìåííîãî z, ò.å. {w = 0}. Ïðèñâàèâàåì
ïåðåìåííîé z âåñ 1, âñåì îñòàëüíûì -∞. Âïîñëåäñòâèè âåñà ïåðåìåííûõ
ãðóïïû w áóäóò ïîëó÷àòü íîâûå êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ.

Ïåðâûé øàã. Ïóñòü m1 ≥ 2 - ýòî ìëàäøàÿ íåíóëåâàÿ ñòåïåíü, ïðè-
ñóòñòâóþùàÿ ñðåäè êîîðäèíàò F , ïóñòü F1 - ýòî êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî â F , ïîðîæäåííîå êîìïîíåíòàìè êîîðäèíàò F âåñà m1.
Ïóñòü H1 =< zα > - ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî â F1, ïîðîæäåííîå âåùåñòâåí-
íûìè è ìíèìûìè ÷àñòÿìè ãîëîìîðôíûõ ìîíîìîâ îò z (ïðîñòðàíñòâî
ïëþðèãàðìîíè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ âåñà m1), à ïðîñòðàíñòâî S1 - ïîäïðî-
ñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ â ñòàíäàðòíîé ôîðìå. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî F1 ðàñ-
ïàäàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó H1 + S1. Ïóñòü k1 = dimS1 è Φ1 = (Φ1

1, ...,Φ
k1
1 )

- êàêîé-ëèáî áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Òåïåðü óðàâíåíèÿ ðîñòêà ïîñëå
òðåóãîëüíî-ïîëèíîìèàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

v1 = Φ1(z, z̄) + o(m1), ṽ1 = Φ̃1(z, z̄, u1, ũ1)

ãäå w1 = (w1
1, ..., w

k1
1 ) - ÷àñòü ïåðåìåííûõ ãðóïïû w, êîòîðûå ñîîòâåòñòâó-

þò êîîðäèíàòàì Φ1, ïåðåìåííûå w̃1 - ýòî îñòàâøèåñÿ ïåðåìåííûå ãðóïïû
w, à Φ̃1 - ýòî ñîîòâåòñòâóþùèè èì ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Òåïåðü ïå-
ðåìåííàÿ w1 ∈ Ck1 ïîëó÷àåò âåñ m1 è ìû ïåðåõîäèì êî âòîðîìó øàãó.

Âòîðîé øàã. Ïóñòü m2 > m1 - ýòî ìëàäøàÿ íåíóëåâàÿ ñòåïåíü, ïðè-
ñóòñòâóþùàÿ ñðåäè êîîðäèíàò Φ̃1 , ïóñòü F2 - ýòî êîíå÷íîìåðíîå ëè-
íåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â F , ïîðîæäåííîå êîìïîíåíòàìè êîîðäèíàò Φ̃1

âåñà m2. Ïóñòü H2 =< zα (u1 + iΦ1(z, z̄))β1 > - ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî â
F2, ïîðîæäåííîå âåùåñòâåííûìè è ìíèìûìè ÷àñòÿìè ãîëîìîðôíûõ ìî-
íîìîâ îò (z, w1) (ïðîñòðàíñòâî ïëþðèãàðìîíè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ âåñà
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m2), à ïðîñòðàíñòâî S2 - ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ â ñòàíäàðòíîé
ôîðìå. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî F2 ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó H2 + S2.
Ïóñòü k2 = dimS1 è Φ2 = (Φ1

2, ...,Φ
k2
2 ) - êàêîé-ëèáî áàçèñ ýòîãî ïðî-

ñòðàíñòâà. Òåïåðü óðàâíåíèÿ ðîñòêà ïîñëå òðåóãîëüíî-ïîëèíîìèàëüíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

v1 = Φ1(z, z̄) + o(m1), v2 = Φ2(z, z̄) + o(m1), ṽ2 = Φ̃2(z, z̄, u1, u2, ũ2)

ãäå w2 = (w1
2, ..., w

k2
2 ) - ÷àñòü ïåðåìåííûõ ãðóïïû w̃, êîòîðûå ñîîòâåòñòâó-

þò êîîðäèíàòàì Φ2, ïåðåìåííûå w̃2 - ýòî îñòàâøèåñÿ ïåðåìåííûå ãðóïïû
w, à Φ̃2 - ýòî ñîîòâåòñòâóþùèè èì ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Ïåðåìåííàÿ
w2 ∈ Ck2 ïîëó÷àåò âåñ m2 è ìû ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó.

Â ñëó÷àå ðîñòêà êîíå÷íîãî òèïà ýòîò ïðîöåññ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øà-
ãîâ ôîðìèðóþò óðàâíåíèÿ ðîñòêà â ïðèâåäåííîé ôîðìå. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç H =

∑l
1Hj è S

∑l
1 Sj. Îáîçíà÷èì ÷åðåç π ïðîåêòîð íà êîìïîíåíòó

S. Òåïåðü óñëîâèþ, ãàðàíòèðóþùåìó, ÷òî ñóùåñòâóåò "ñäâèã"Sξ íà÷àëà
êîîðäèíàò â òî÷êó ξ ìîæíî ïðèäàòü ñëåäóþùèé âèä.

Óòâåðæäåíèå 18: Àâòîìîðôèçì Q, ïåðåâîäÿùèé íà÷àëî êîîðäèíàò
â òî÷êó

ξ = (a , b1 + iΦ1(a, ā), . . . , bj + iΦl(a, ā, b1, . . . , bl−1))

ñóùåñòâóåò â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà

π(∆Φj(z, z̄, u1, ..., uj−1, a, ā, b1, ..., bj−1)) = 0

äëÿ âñåõ j = 1, ..., l.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ýòî ñëåäóåò èç íàøåãî ðàññóæäåíèÿ ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå òåîðåìû 16.

Òåîðåìà 19: (a) Åñëè Q - ãîëîìîðôíî îäíîðîäíà, òî ñïèñîê âåñîâ,
îïðåäåëÿþùèõ òèï Q ìëîæåò áûòü òîëüêî òàêèì

(m1 = 2, m2 = 3, ...,ml = l + 1).

(b) Åñëè Q îäíîðîäíàÿ ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü êîðàçìåðíîñòè K, òî
ñòàðøèé âåñ µ(Q) ≤ K + 1.
Äîêàçàòåëüñòâî: Åñëè m1 > 2, òî äëÿ a ∈ Cn îáùåãî ïîëîæåíèÿ Φ1(z +
a, z̄ + ā) ñîäåðæèò íåíóëåâûå íå ïëþðèãàðìîíè÷åñêèå ñëàãàåìûå. Ýòî
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îçíà÷àåò óìåíüøåíèå ìèíèìàëüíîãî âåñà m1. Àíàëîãè÷íî, åñëè èìååòñÿ
òàêîé âåñ mj, ÷òî âåñ mj−1 - îòñóòñòâóåò, òî ïðè ñäâèãå Φj â òî÷êó îáùå-
ãî ïîëîæåíèÿ â ∆Φj ïîÿâÿòñÿ íåíóëåâûå ñëàãàåìûå âåñà mj−1, êîòîðûå
(óòâåðæäåíèå 16) íåëüçÿ ðåäóöèðîâàòü ê íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò èçìåíåíèå
òèïà è ïðîòèâîðå÷èò îäíîðîäíîñòè. Ïîëó÷àåì (a), ïóíêò (b) ñðàçó ñëå-
äóåò èç (a).

Çàìå÷àíèå 20: Ïðè ïåðåìåùåíèè â òî÷êó ξ ∈ Q òèï ìîæåò ïîìå-
íÿòüñÿ, îñòàâàÿñü êîíå÷íûì, ïðè ýòîì ñòàðøèé âåñ ml íå ìîæåò óâåëè-
÷èòüñÿ. Ïîñëå îñóùåñòâëåíèÿ òðåóãîëüíî-ïîëèíîìèàëüíîé çàìåíû êîîð-
äèíàò, ïðèâîäÿùåé íîâûå êîìïîíåíòû ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå, ìû ïîëó-
÷èì óðàâíåíèÿ Q â íîâûõ êîîðäèíàòàõ c íà÷àëîì â òî÷êå ξ. Åñëè òèï
äåéñòâèòåëüíî ïîìåíÿëñÿ, òî â ýòèõ íîâûõ êîîðäèíàòàõ ïîâåðõíîñòü íå
ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ìîäåëüíîé. Â òîé êîîðäèíàòå, ãäå ïðîèçîøëî ñíèæåíèå
âåñà ñòîèò íåóñòðàíèìàÿ êîìïîíåíòà áîëåå âûñîêîãî âåñà, êîòîðàÿ áûëà
ìëàäøåé äî ñäâèãà è êîòîðóþ íå çàòðàãèâàåò ïðîöåññ ïðèâåäåíèÿ ê ñòàí-
äàðòíîé ôîðìå. Ýòî, îäíàêî, íå ìåøàåò òîìó, ÷òîáû ïîâåðõíîñòü ìîãëà
îêàçàòüñÿ ëîêàëüíî áèãîëîìîðôíî ýêâèâàëåíòíîé ñâîåé íîâîé ìîäåëü-
íîé ïîâåðõíîñòè. Íî äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîé ýêâèâàëåòíîñòè ïîòðåáóþòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ, âûõîäÿùèå çà ðàìêè òåõ òðåóãîëüíî-ïîëèíîìèàëüíûõ,
êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü ïðè ïðèâåäåíèè.

Àëãåáðà aut Q ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê g− + g0 + g+, ãäå g− - ýòî
ñóììà âåñîâûõ êîìïîíåíò îòðèöàòåëüíûõ âåñîâ, g0 - ïîëÿ âåñà íîëü, g+

- ïîëÿ ïîëîæèòåëüíîãî âåñà. Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîå èç òðåõ ñëàãàåìûõ
ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé Ëè â aut Q. Äàäèì îïèñàíèå ãðóïï, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ýòèì ïîäàëãåáðàì.

Ïóñòü G− - ýòî ñîâîêóïíîñòü òðóãîëüíî-ïîëèíîìèàëüíûõ "ñäâèãîâ"Sξ
äëÿ âñåõ ξ ïðèíàäëåæàùèõ Orb0 - îðáèòå íóëÿ â ãðóïïå àâòîìîðôèçñîâ
Q. Î÷åâèäíî G− ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèè êîìïîçè-
öèè. Ïðè ýòîì ìû ïîëó÷àåì âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå (ξ → Sξ)
ìåæäó òî÷êàìè Orb0 è ñäâèãàìè èç G−.

Ëþáîé àâòîìîðôèçì Q ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèè ïðå-
îáðàçîâàíèÿ, ñîõðàíÿþùåãî íà÷àëî êîîðäèíàò, ò.å. èç ñòàáèëèçàòîðà è
ïðåîáðàçîâàíèÿ èç G−. Ïîýòîìó îðáèòà íà÷àëà êîîðäèíàò Orb0 ïî îòíî-
øåíèþ êî âñåé ãðóïïå AutQ ñîâïàäàåò ñ îðáèòîé ïî îòíîøåíèþ òîëüêî
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ê äåéñòâèþ G−.
Ïóñòü

ξ = (a, b1 = br1 + i bi1, b2 = br2 + i bi2, ..., bl = brl + i bil) ∈ Orb0

òîãäà Sξ, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîöåäóðîé ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé â ïðèâåäåí-
íîé ôîðìå, èìååò âèä

z → z + a,

w1 → w1 + ∆1(z, a, ā) + b1,

w2 → w2 + ∆2(z, w1, a, ā, br1) + b2,

... (16)

wl → wl + ∆l(z, w1, ..., wl−1, a, ā, br1, ..., brl−1) + bl,

Ïðè ýòîì ïîïðàâî÷íûå ñëàãàåìûå ∆j (z, w1, ..., wj−1, a, ā, br1, ..., brj−1) îä-
íîðîäíû âåñàmj ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, ãîëîìîðôíû ïî (z, w1, ..., wj−1),
ïðè÷åì îáðàùàþòñÿ â íîëü ïðè (a, b1, ..., bj−1) = 0. Òàêèì îáðàçîì, åñëè
áðàòü ðàçëîæåíèå ∆j ïî âåñàì òîëüêî (z, w), òî òàì ñîäåðæàòñÿ êîìïî-
íåíòû âåñîâ îò 1 äî mj−1. Åñëè ξ = 0, òî Sξ = Id, ò.å. íà÷àëó êîîðäèíàò
ñîîòâåòñòâóåò åäèíèöà â G−.

Êàê ìíîãîîáðàçèå G− ñîâïàäàåò ñ îðáèòîé íà÷àëà êîîðäèíàò - Orb0

ò.å. íåêîòîðûì ïîäìíîãîîáðàçèåì Q, ñîäåðæàùåì íà÷àëî êîîðäèíàò. Â
ñëó÷àå, åñëè Q - îäíîðîäíà, òî åñëè ìû îòîæäåñòâèì ïðîñòðàíñòâî Cn+K

ïåðåìåííûõ (z, w) è ïðîñòðàíñòâî Cn+K ïåðåìåííûõ (a, b), òî ìû îòîæ-
äåñòâëÿåì Q è G−. Ïðè ýòîì G− ñòàíîâèòñÿ CR-ïîäìíîãîîáðàçèåì Cn+K

ãëîáàëüíî ãîëîìîðôíî ýêâèâàëåíòíûì Q. Ïîñëå ÷åãî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî
Q äåéñòâóåò ñàìà íà ñåáå òðåóãîëüíî-ïîëèíîìèàëüíûìè àâòîìîðôèçìà-
ìè Cn+K .

Èç íàøåãî îïèñàíèÿ ñäâèãîâ Sξ ñëåäóåò, ÷òî àëãåáðà Ëè, ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ G− ïðèíàäëåæèò g−. Äîêàæåì, ÷òî åñëè ïîëå èç g−

X = Re(f
∂

∂ z
+

∑
gj

∂

∂ wj
)

îáðàùàåòñÿ â íîëü â íà÷àëå êîîðäèíàò, òî îíî ðàâíî íóëþ. Äîêàæåì
ïî èíäóêöèè. Ïåðâûé øàã. f èìååò âåñ íîëü,ò.å. ýòî ïîñòîÿííàÿ, ïðè÷åì
ðàâíàÿ íóëþ. Äàëåå, g1 ñîñòîèò èç êîìïîíåíò âåñà íå âûøå m1 − 1. Ïåð-
âûå äâå âåñîâûå êîîðäèíàòû 1-ïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé,
ïîðîæäåííûõ X èìåþò âèä

z → z, w1 → w1 + g1(z) t+ ÷ëåíû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïî t
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â ïåðâóþ ãðóïïó óðàâíåíèé Q, ïîëó÷àåì Im(g1(z)) = 0.
Îòêóäà ïîëó÷àåì g1 = 0. Ïóñòü gν = 0 ïðè ν < j. Ñîâåðøåííî òàêæå
ïîëó÷àåì, ÷òî ìíèìàÿ ÷àñòü ãîëîìîðôíîãî êîýôôèöèåíòà gj ðàâíà íóëþ
íà óñå÷åííîì ïîðîæäàþùåì ìîäåëüíîì ìíîãîîáðàçèè Qj. À ïîñêîëüêó
ýòîò êîýôôèöèåíò ðàâåí íóëþ â íà÷àëå êîîðäèíàò, òî îí íóëþ. Èòàê, g−
ýòî àëãåáðà ñîîòâåòñòâóþùàÿ G−.

Ðàññìîòðèì, òåïåðü G0 - ïîäãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé èç ñòàáèëèçàòîðà
íà÷àëà êîîðäèíàò âèäà

(z → C z, wj → ρj wj + θj(w1, ..., wj−1), j = 1, ..., l),

ãäå C ∈ GL(n,C), ρj ∈ GL(kj,R)

è ãäå θj(w1, ..., wj−1) - îäíîðîäíàÿ âåùåñòâåííàÿ ôîðìà âåñà mj

ïðè÷åì äëÿ âñåõ j = 1, ..., l

ρj Φj(z, z̄, u1, ..., uj−1) + (17)

Im θj((u1 + iΦ1(z, z̄)), ..., (uj−1 + iΦj−1(z, z̄, u1, ..., uj−2))))

= Φj(C z,C z, ρ1 u1, ..., ρj−1 uj−1)

×òîáû ïîëó÷èòü îïèñàíèå àëãåáðû Ëè, ñîîòâåòñòâóþùåé G0, ðàññìîò-
ðèì 1-ïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîäãðóïïó âèäà

C z = z + t α z + ..., ρj wj = t βj wj + ...,

θj(w1, ..., wj−1) = t γj(w1, ..., wj−1)...,

ãäå t ∈ R, à ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû ÷ëåíû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïî
t. Ïîäñòàâèì ýòî â (17), âûäåëèì ëèíåéíóþ ïî t ÷àñòü è ïîëîæèì t = 0.
Ïîëó÷àåì, ÷òî àëãåáðà Ëè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîé ãðóïïå Ëè ñîñòîèò èç
âåêòîðíûõ ïîëåé âèäà

X = Re(αz
∂

∂ z
+

l∑
j=1

(βj wj + γj(w1, ..., wj−1)
∂

∂ wj
)) (18)

ïðè÷åì

βj Φj + Imγj((u1 + iΦ1, ..., (uj−1 + iΦj−1) =

2 Re(∂z Φj(α z)) +
j−1∑
ν=1

∂uν Φj(βnu uν) (19)

Ïðè ýòîì ìû âèäèì, ÷òî (18), ïðè óñëîâèè (19), - ýòî îáùèé âèä ïîëÿ
âåñà íîëü, ò.å. g0 - ýòî àëãåáðà Ëè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðóïïå Ëè G0.
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Ïóñòü, äàëåå, G+ - ýòî ïîäãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ Q, èìåþùèõ âèä

z → z + o(1), wj → wj + o(mj), j = 1, ..., l

ßñíî, ÷òî ïîëÿ, ïîðîæäàþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ èç G+ ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ
òîëüêî â g+.

Ðåçþìèðóåì.

Òåîðåìà 21: (a.1) g− ýòî àëãåáðà Ëè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðóïïå Ëè
G−. Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâèå ξ → Sξ îòîæäåñòâëÿåò îðáèòó íà÷àëà êî-
îðäèíàò Orb0 è ïîäãðóïïó òðåóãîëüíî ïîëèíîìèàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
G−.
(a.2) Åñëè Q - ãîëîìîðôíî îäíîðîäíà, ò.å. Orb0 = Q, òî G− îêàçûâà-
åòñÿ ðåàëèçîâàííîé êàê ñîâîêóïíîñòü òðåóãîëüíî-ïîëèíîìèàëüíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé âèäà (17) ïàðàìåòðèçîâàííîé ñèñòåìîé ïàðàìåòðîâ (a, b) ∈
Cn+K , óäîâëåòâîðÿþùèõ òîé æå ñèñòåìå óðàâíåíèé, ÷òî è òî÷êè Q. Äàí-
íàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü G− êàê âåùåñòâåííî àë-
ãåáðàè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü â Cn+K ãîëîìîðôíî ýêâèâàëåíòíóþ Q êàê
CR-ìíîãîîáðàçèå.
(b) g0 ýòî àëãåáðà Ëè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðóïïå ËèG0. Ïðè ýòîì íåëèíåé-
íûå ÷ëåíû γj â g0, òàê è íåëèíåéíûå ÷ëåíû θj â G0 ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü
òîëüêî ïðè íàëè÷èè ðåçîíàíñîâ âèäà. mj = µ1m1 + ... + µj−1mj−1 ñ öå-
ëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè µν .
(c) g+ ýòî àëãåáðà Ëè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðóïïå Ëè G+. Ïðè÷åì, åñëè Q
- íåâûðîæäåíà, òî g+ êîíå÷íîìåðíà, êîíå÷íîãðàäóèðîâàíà è ñîñòîèò èç
ïîëåé ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Äîêàçàòåëüñòâî: Îñòàëîñü äîêàçàòü òîëüêî ñîòâåòñòâèå G+ → g+. Ýòî
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò èç ñòàáèëèçàòîðà íóëÿ ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí êàê êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèÿ èç G+ è îòîáðàæåíèÿ èç G0

(ñëåäñòâèå 11) è ïóíêòà (b) .

4. Îòêðûòûå âîïðîñû

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ïîäàãåáðà g+, ïðè óñëîâèè íåâûðîæäåííî-
ñòè Q, ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà âåñîâûõ êîìïîíåíò g1 + ...+ gδ. Åñëè
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Q - âïîëíå íåâûðîæäåíà, à µ ≥ 3 òî, êàê ïîêàçàëè Êîññîâñêèé [11], Ñàá-
çåâàðè è Ñïèðî [5], à òàêæå Ãðåãîðîâè÷ [6], g+ = 0, ò.å. δ = 0. Åñëè æå Q
ÿâëÿåòñÿ ëèøü íåâûðîæäåííîé, òî ýòî íå òàê. Âîçíèêàåò âîïðîñ îá îöåí-
êå ñòàðøåãî ïîëîæèòåëüíîãî âåñà δ(Q) ïîäàëãåáðû g+ äëÿ ïðîèçâîëüíîé
íåâûðîæäåííîé Q.

Ãèïîòåçà � 1 (íîâàÿ âåðñèÿ g+-ãèïîòåçû):

Ãèïîòåçà-ìèíèìóì: Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C(n,m), òàêàÿ ÷òî äëÿ
âñåõ íåâûðîæäåííûõ ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé Q ñ CR-ðàçìåðíîñòüþ n è
Áëóì-Ãðýì-òèïîì m ñïðàâåäëèâà îöåíêà δ(Q) ≤ C(n,m). Äðóãèìè ñëî-
âàìè, ïðè ôèêñèðîâàííûõ n è m çíà÷åíèå δ íå ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî
áîëüøèì.
Ãèïîòåçà-ìàêñèìóì: Åñëè Q - íåâûðîæäåíà, òî δ(Q) ≤ µ(Q), ò.å. ñòàð-
øèé ïîëîæèòåëüíûé âåñ íå ïðåâîñõîäèò ñòàðøåãî îòðèöàòåëüíîãî âåñà.

Ïðèìåðû ñ δ = µ - ñóùåñòâóþò [6], â òî âðåìÿ êàê ïðèìåðû ñ δ > µ
íàì íå èçâåñòíû.

Ñ ýòèìè âîïðîñàìè òåñíî ñâÿçàí âîïðîñ î ñîîòíåñåíèè äàííîé òåîðèè
ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé êîíå÷íîãî òèïà ñ òåîðèåé Í.Òàíàêè [17]. Â ýòîé
ñâÿçè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü ñëåäóþùåå.

Ãèïîòåçà � 2 : Åñëè Q - íåâûðîæäåíà è ãîëîìîðôíî îäíîðîäíà,
òî g− - ôóíäàìåíòàëüíà.

Â ýòîì ñëó÷àå âîïðîñ îá îöåíêå δ(Q) - ñòàðøåãî ïîëîæèòåëüíîãî âåñà
g+ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êîíòåêñòå òàíàêîâñêîãî ïðîäîëæåíèÿ.

Â òåîðåìå 18 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ îäíîðîäíîé ìîäåëüíîé ïîâåðõ-
íîñòè ñïèñîê âåñîâ èìååò âåñüìà îïðåäåëåííûé âèä mj = j + 1. ×òî
ìîæíî ñêàçàòü îá èõ êðàòíîñòÿõ kj? Äëÿ ïîâåðõíîñòè

vj = (Imz)j+1, j = 1...l

òèïà (2, 3, ..., l+1) âñå k1 = ... = kl = 1. Ýòî ïîâåðõíîñòü CR-ðàçìåðíîñòè
1 è êîðàçìåðíîñòè l. Ýòîò ïðèìåð áûë ðàññìîòðåí â ðàáîòå [22]. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, äëÿ âïîëíå íåâûðîæäåííûõ ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé êðàòíî-
ñòè áûñòðî ðàñòóò ñ ðîñòîì âåñà. Îäíàêî ÿñíî, ÷òî êðàòíîñòè íå ìîãóò
áûòü ïðîèçâîëüíûìè.
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Âîïðîñ � 3: Îïèñàòü îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò êðàò-
íîñòè âåñîâ (k1, ..., kl) äëÿ ãîëîìîðôíî îäíîðîäíîé ìîäåëüíîé ïîâåðõíî-
ñòè.

Â òåîðåìå 10 (ï.(d)) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè µmin - ìèíèìàëüíîå çíà-
÷åíèå ñòàðøåãî âåñà ïî âñåì òî÷êàìQ, òîQµmin - îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî
Q. Îäíàêî ìû íå óòâåðæäàåì, ÷òî ýòî åäèíñòâåííûé îòêðûòûé ñòðàò.

Âîïðîñ � 4: Ñóùåñòâóþò ëè ν < µmin, ò.÷. Q
ν - îòêðûòî? Ò.å.

ñóùåñòâóþò ëè îòêðûòûå ñòðàòû, îòëè÷íûå îò ìèíèìàëüíîãî?

Çàôèêñèðóåì ïàðó (n,K), ò.å. CR-ðàçìåðíîñòü è êîðàçìåðíîñòü. Â
òåîðåìå 14 áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðàçìåðíîñòåé âñåõ íåâûðîæäåííûõ
ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé èìååòñÿ ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà ðàçìåðíîñòè àâ-
òîìîðôèçìîâ - D(n,K).

Ãèïîòåçà � 5 (íîâàÿ âåðñèÿ ãèïîòåçû î ðàçìåðíîñòè):
Ïóñòü Mξ ïðîèçâîëüíûé ïîðîæäàþùèé âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêèé ðî-
ñòîê CR-ðàçìåðíîñòè n è êîðàçìåðíîñòè K. Åñëè dim autMξ - êîíå÷íà,
òî

�(5.a) äëÿ ïîëíîé ðàçìåðíîñòè dim autMξ ≤ D(n,K),

�(5.b) äëÿ ðàçìåðíîñòè ñòàáèëèçàòîðà dim autξMξ ≤ Ds(n,K),

Ò.å. óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå, åñëè ðàçìåðíîñòü ãðóïïû ðîñòêà êî-
íå÷íà, òî îíà íå ïðåâîñõîäèò ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè ïî âñåì íåâû-
ðîæäåííûì ìîäåëüíûì ïîâåðõíîñòÿì òîãî æå CR-òèïà (ò.å.CR-ðàçìåðíîñòü,
êîðàçìåðíîñòü), à ðàçìåðíîñòü ñòàáèëèçàòîðà íå ïðåâîñõîäèò ìàêñèìóìà
ðàçìåðíîñòåé ñòàáèëèçàòîðîâ. Ðàçóìååòñÿ, ôîðìóëèðóÿ ãèïîòåçó, ìîæíî
áûëî áû ôèêñèðîâàòü íå êîðàçìåðíîñòü K, à ñòàðøèé âåñ µ èëè òèï m.

Äëÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ â C2, ò.å. ïðè n = K = 1 ÷àñòü (a) ãèïîòåçû
äîñòàòî÷íî î÷åâèäíà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ôîðìà Ëåâè ýòîé ãèïåðïî-
âåðõíîñòè òîæäåñòâåííî íóëåâàÿ, òî ëîêàëüíî - ýòî ãèïåðïëîñêîñòü è
ðàçìåðíîñòü áåñêîíå÷íà. Ïóñòü ýòî íå òàê. Âîçüìåì â îêðåñòíîñòè ξ ∈ Γ
äåâÿòü ïîëåé èç aut Γξ. Ðàññìîòðèì ýòè ïîëÿ â îêðåñòíîñòè áëèçêîé òî÷-
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êè, â êîòîðîé Γ - Ëåâè-íåâûðîæäåíà. Òàì ðàçìåðíîñòü àëãåáðû íå ïðå-
âîñõîäèò ðàçìåðíîñòè àëãåáðû ìîäåëüíîé ñôåðû, ò.å. âîñüìè. Òàêèì îá-
ðàçîì ïîëÿ ëèíåéíî çàâèñèìû è ïî àíàëèòè÷íîñòè ýòà çàâèñèìîñòü ïðî-
äîëæàåòñÿ â òî÷êó ξ. Îäíàêî äàæå â ýòîé ñèòóàöèè îöåíêà ðàçìåðíîñòè
ñòàáèëèçàòîðà, ò.å. ÷àñòü (b) ýòî ãîðàçäî áîëåå òîíêèé âîïðîñ, òðåáóþ-
ùèé áîëåå òîíêèõ ðàññóæäåíèé [18]. Äëÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè â C3, ò.å. äëÿ
K = 1 è n = 2 ãèïîòåçà � (5.a) äîêàçàíà â [19], à � (5.b) â [20]. Äëÿ ãè-
ïåðïîâåðõíîñòè â C4, ò.å. äëÿ K = 1 è n = 3 âîïðîñ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü
îòêðûò.

Â [21] íà ïðèìåðå ïîâåðõíîñòåé CR-òèïà (2,5) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè
â êà÷åñòâå êëàññà ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ïîíèìàòü âïîëíå íåâûðîæ-
äåííûå ìîäåëüíûå ïîâåðõíîñòè, òî ãèïîòåçà íå âåðíà. À èìåííî, áûë ïðè-
âåäåí ïðèìåð ïîâåðõíîñòè äàííîãî òèïà, íå ÿâëÿþùåéñÿ âïîëíå íåâû-
ðîæäåííîé àâòîìîðôèçìû êîòîðîé èìåþò ðàçìåðíîñòü áîëüøå, ÷åì âñå
âïîëíå íåâûðîæäåííûå ìîäåëüíûå ïîâåðõíîñòè äàííîãî òèïà. Â íîâîé
òåðìèíîëîãèè ýòà ïîâåðõíîñòü èç ýòîãî ïðèìåðà ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåí-
íîé ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòüþ CR-ðàçìåðíîñòè n = 2, å¼ òèï ïî Áëóìó-
Ãðýìó m = (2, 2, 3, 3, 4) êîðàçìåðíîñòü K = 5.

Â [7] äëÿ æåñòêèõ ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé Q áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ãðóïïà Aut Q ñîñòîèò èç áèðàöèîíàëüíûõ îòîáðàæåíèé ïðîñòðàíñòâà
CN , ÷üè ñòåïåíè îãðàíè÷åíû êîíñòàíòîé, çàâèñÿùåé ëèøü îò n è K. Äî-
êàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ïðèåìå Â.Êàóïà [15]. Ïî âèäèìîìó, ýòî îñòàåòñÿ
ñïðàâåäëèâûì è äëÿ îáùèõ ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé êîíå÷íîãî òèïà.

Ãèïîòåçà � 6: Ïóñòü Q - íåâûðîæäåííàÿ ãîëîìîðôíî îäíîðîäíàÿ
ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü CR-ðàçìåðíîñòè n è òèïà m ïî Áëóìó-Ãðýìó,
òîãäà ãðóïïà Aut Q ñîñòîèò èç áèðàöèîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé CN ,
ñòåïåíè êîòîðûõ îãðàíè÷åíû êîíñòàíòîé, çàâèñÿùåé òîëüêî îò n è m.

Âñÿêîå ïîðîæäàþùåå âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå
M , èìåþùåå â òî÷êå ξ êîíå÷íûé òèï ìîæíî, êàê ìû âèäåëè, ëîêàëüíî
ðàññìàòðèâàòü, êàê âîçìóùåíèå ñâîåé ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè. Óìåñò-
íî çàäàòü âîïðîñ îá óñëîâèÿõ ãîëîìîðôíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ðîñòêà Mξ

ñâîåé ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè Q. Òàêèå ðîñòêè, ïî àíàëîãèè ñ ãèïåðïî-
âåðõíîñòÿìè, ìû áóäåì íàçûâàòü ñôåðè÷åñêèìè â òî÷êå ξ. ßñíî, ÷òî åñ-
ëè ðîñòîê Mξ ýêâèâàëåíòåí Q0, òî â ñòàáèëèçàòîðå ξ â autMξ åñòü ïîëå
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X0 6= 0, à èìåííî ïîëå, ñîîòâåòñòâóþùåå (12). Ìîæíî ïðåäëîæèòü íåêî-
òîðûé êðèòåðèé ñôåðè÷íîñòè â òî÷êå, áëèçêèé ê òàâòîëîãèè.

Óòâåðæäåíèå 22: Ïîðîæäàþùèé ðîñòîê Mξ - ñôåðè÷åí, òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèÿ Mξ â íåêîòîðûõ êîîðäèíàòàõ â îêðåñòíî-
ñòè ξ èìååþò âèä (2), à ïîëå X0 - âèä (12) .
Äîêàçàòåëüñòâî: Çàïèñûâàÿ â ýòèõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèå Mξ êàê (2)
è èñïîëüçóÿ ðàñòÿæåíèÿ (11), ïîðîæäåííûå X0, ïîëó÷àåì (6).

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå êîíå÷íîñòè òèïà çäåñü íå èñïîëüçóþòñÿ. Èñ-
ïîëüçóÿ ïîëå X0, ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââåñòè ãðàäóèðîâêó íà
autMξ. Ïîñëå ýòîãî ìîæíî ïðåäëîæèòü ðÿä íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ñôå-
ðè÷íîñòè, ñâÿçàííûõ ñ òåì, ÷òî â êîîðäèíàòàõ (6) ïîëå (12) ïîðîæäàåò
ïðèñîåäèíåííîå äåéñòâèå íà êàæäîé âåñîâîé êîìïîíåíòå autQ0

X → adX0(X) = [X,X0]

Ýêâèâàëåíòíîñòü Q îçíà÷àåò, ÷òî ïîëå X0 ëèíåàðèçóåòñÿ, ïðè÷åì ïî-
ðîæäåííûé èì ïðèñîåäèíåííûé îïåðàòîð äèàãîíàëèçóåòñÿ ñ èçâåñòíûì
íàáîðîì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, à èìåííî (1,m1, ...,ml) è ñ êðàòíîñòÿìè
ýòèõ çíà÷åíèé kj, ñîîòâåòñòâóþùèìè òèïó.

Âîïðîñ � 7 : Ïðåäëîæèòü êîíñòðóêòèâíûé êðèòåðèé ñôåðè÷íîñòè
ìíîãîîáðàçèÿ ôèêñèðîâàííîãî Áëóì-Ãðýì-òèïà.

Äëÿ íåêîòîðûõ CR-òèïîâ, â ÷àñòíîñòè äëÿ ãèïåðïîâåðõíîñòåé, îòâåò
íà âîïðîñ 7 èçâåñòåí.

ÏóñòüMξ - ðîñòîê íåâûðîæäåííîãî ãîëîìîðôíî îäíîðîäíîãî ïîäìíî-
ãîîáðàçèÿ êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà è Q - åãî ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü
â òî÷êå ξ. Ïóñòü M âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêîå âëîæåííîå ïîäìíîãîîá-
ðàçèå â íåêîòîðîé îáëàñòè , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâèòåëåì íàøåãî
ðîñòêà. Èç ëîêàëüíîé îäíîðîäíîñòè M ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ìîäåëüíûå ïî-
âåðõíîñòè âî âñåõ òî÷êàõ M ýêâèâàëåíòíû Q, ò.å. ó M , ïî ñóùåñòâó,
ïîâñþäó îäíà è òà æå ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü. Íî íå âèäíî êàêèõ-ëèáî
ïðè÷èí äëÿ òîãî, ÷òîáû ñàìà ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Q áûëà áû ïðè ýòîì
ãîëîìîðôíî îäíîðîäíîé. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîïðîñ.

32



Âîïðîñ � 8: Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ëîêàëüíî îäíîðîäíîå íåâûðîæ-
äåííîå âåùåñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå M , ÷òî åãî åäèíñòâåííàÿ ìîäåëüíàÿ
ïîâåðõíîñòü Q îäíîðîäíîé íå ÿâëÿåòñÿ?

5. ×òî îñòàëîñü çà êàäðîì

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ãèïåðïîâåðõíîñòè èç ðàáîòû [23]. Ýòî ãèïåðïî-
âåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå Cn+2 ñ êîîðäèíàòàìè (z1, ..., zn, ζ, w = u+ i v),
çàäàííàÿ óðàâíåíèåì

v = 2 Re(z1ζ̄ + . . .+ znζ̄
n).

Äàííàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü èìååò òèï ïî Áëóìó-Ãðýìó m = (2), ïðè÷åì
ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Q = {v = 2 Re(z1ζ̄)} - ãîëîìîðôíî âûðîæäåíà
è ðàçìåðíîñòü åå àâòîìîðôèçìîâ - áåñêîíå÷íà, â òî âðåìÿ êàê àâòîìîð-
ôèçìû ñàìîé ãèïåðïîâåðõíîñòè - êîíå÷íîìåðíû (òåîðåìà 12 ñòàíîâèòñÿ
áåññîäåðæàòåëüíîé). Ýòî òî, ÷òî ìû ïîëó÷àåì ïðè ñòàíäàðòíîì ïîäõîäå,
êîãäà âåñà âñåõ êîîðäèíàò z è ζ îäèíàêîâû è ðàâíû 1. Íî åñëè ðàññòàâèòü
âåñà èíà÷å, à èìåííî: ([ζ] = 1, [zj] = 1+n−j, [w] = n+1), òî ïîâåðõíîñòü
ñòàíîâèòñÿ âçâåøåííî îäíîðîäíîé (âåñà n + 1). Ê òîìó æå ýòà ãèïåð-
ïîâåðõíîñòü ãîëîìîðôíî îäíîðîäíà. Èñïîëüçóÿ "âçâåøåííóþ"âåðñèþ
êîíñòðóêöèè Ïóàíêàðå ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó ðàçìåðíîñòè àâòîìîð-
ôèçìîâ äëÿ ðîñòêà âîçìóùåííîé ãèïåðïîâåðõíîñòè

v = 2Re (z1ζ̄ + . . .+ znζ̄
n) + o(n+ 1).

ßñíî, ÷òî çà ýòèì ïðèìåðîì ñòîèò "âçâåøåííàÿ" òåîðèÿ ìîäåëüíûõ
ïîâåðõíîñòåé êîíå÷íîãî òèïà. Ïðè ýòîì ïåðâûé øàã â ïîñòðîåíèè
òàêîé òåîðèè, à èìåííî äîêàçàòåëüñòâî "âçâåøåííîãî" àíàëîãà òåîðåìû
Áëóìà-Ãðýìà, óæå ñäåëàí Ì.Ñòåïàíîâîé [24]. Áóäó÷è ïîñòðîåííîé, òàêàÿ
òåîðèÿ çíà÷èòåëüíî ðàçäâèíåò ðàìêè ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà ìîäåëüíûõ
ïîâåðõíîñòåé.

Çàäà÷à � 9: Ïîñòðîèòü "âçâåøåííóþ" òåîðèþ ìîäåëüíûõ ïîâåðõ-
íîñòåé êîíå÷íîãî òèïà, âêëþ÷àþùóþ âîçìîæíîñòü ââåäåíèÿ ðàçëè÷íûõ
âåñîâ êîîðäèíàò êîìïëåêñíîé êàñàòåëüíîé è îñíîâàííîé íà òèïå ìíîãî-
îáðàçèÿ ïî Áëóìó-Ãðýìó-Ñòåïàíîâîé.
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Ãëîáàëüíàÿ òåîðèÿ îñîáåííîñòåé. Íåâûðîæäåííàÿ ìîäåëüíàÿ ïî-
âåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíî îïðåäåëåííûì îáúåêòîì (àëãåáðàè÷íîñòü,
ïîëèíîìèàëüíîñòü àëãåáðû àâòîìîðôèçìîâ,...), íî ïðè ýòîì îíà ñâÿçàíà
ñ èñõîäíûì ìíîãîáðàçèåì ëîêàëüíî, ýòî õàðàêòåðèñòèêà ðîñòêà â òî÷-
êå. Ïóñòü èìååòñÿ ãëàäêîå êîìïàêòíîå âåùåñòâåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå
M êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà CN âåùåñòâåííîé ðàçìåðíîñòè áîëüøåé,
÷åì N . Ïðè ýòîì óñëîâèè êîìïëåêñíàÿ ÷àñòü êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà â êàæäîé òî÷êå îáÿçàíà èìåòü ïîëîæèòåëüíóþ ðàçìåðíîñòü. Ìàëîé
äåôîðìàöèåé â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè M ìîæíî ñíÿòü âñå âû-
ðîæäåíèÿ, à èìåííî ñäåëàòü åãî ïîðîæäàþùèì, âïîëíå íåâûðîæäåííûì,
íåñôåðè÷íûì. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ìû íàõîäèìñÿ â ñèòóàöèè, êîãäà g+ = 0,
òî, äîáàâèâ ê íåñôåðè÷íîñòè íåêîòîðîå ïðîñòîå äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå
íåâûðîæäåííîñòè (íàçîâåì åãî óñëîâèåì äîïîëíèòåëüíîé àññèìåòðèè),
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî CR-ñòðóêòóðà â ýòîé îêðåñòíîñòè ðåäóöèðóåòñÿ ê
{e}-ñòðóêòóðå è ìû èìååì CR-èíâàðèàíòíûé ðåïåð êàñàòåëüíîãî ðàñ-
ñëîåíèÿ íàä ýòîé îêðåñòíîñòüþ (ñì.[25]). Îäíàêî èìåþòñÿ ãëîáàëüíûå
óñëîâèÿ, êîòîðûå ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàñ-
ñîâ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ, êîòîðûå çàïðåùàþò òðèâèàëèçàöèþ êàñà-
òåëüíîãî ðàññëîåíèÿ íàä âñåì ìíîãîîáðàçèåì. Åñëè M òàêîå ìíîãîîáðà-
çèå, òî ïîñëå ëþáîé äåôîðìàöèè íà M äîëæíû ïðèñóòñòâîâàòü òî÷êè,
â êîòîðûõ êàêèå-òî èç ïåðå÷èñëåííûõ óñëîâèé (ïîðîæäàåìîñòü, ïîëíàÿ
íåâûðîæäåííîñòü, íåñôåðè÷íîñòü, äîïîëíèòåëüíàÿ àññèìåòðèÿ) íå âû-
ïîëíÿþòñÿ.

Âîò ïðèìåð òàêîé ñèòóàöèè. ÏóñòüM4 - ãëàäêîå êîìïàêòíîå 4-ìåðíîå
èëè äàæå àíàëèòè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå C3, ò.å. êîðàçìåðíîñòü K = 2.
Ëîêàëüíî, ïîñëå ìàëîé äåôîðìàöèè, ìû âñåãäà ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òîM4 -
ýòî ïîðîæäàþùåå âïîëíå íåâûðîæäåííîå ìíîãîîáðàçèå CR-ðàçìåðíîñòè
n = 1, åãî Áëóì-Ãðýì-òèï ðàâåí m = (2, 3). Ïóñòü M4 òîïîëîãè÷åñêè
ïðîñòî, íàïðèìåð, äèôôåîìîðôíî 4-ìåðíîé ñôåðå, êîòîðàÿ, êàê èçâåñò-
íî, íå ïàðàëëåëèçóåìà. Êàêîãî ðîäà îñîáåííîñòè âîçìîæíû äëÿ òàêîãî
ìíîãîîáðàçèÿ? Ðàññìîòðèì TξM êàñàòåëüíóþ ê M â íåêîòîðîé òî÷êå ξ.
Åñòü äâå âîçìîæíîñòè. Ëèáî ýòà ïëîñêîñòü ñîäåðæèò îäíîìåðíóþ êîì-
ïëåêñíóþ êàñàòåëüíóþ, ëèáî îíà ñàìà ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíîé êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòüþ. Â ïåðâîì ñëó÷àå M â îêðåñòíîñòè ξ ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäà-
þùèì CR-ìíîãîîáðàçèåì CR-ðàçìåðíîñòè îäèí, êîðàçìåðíîñòè äâà è
äëÿ íåãî îïðåäåëåí Áëóì-Ãðýì-òèï. À âî-âòîðîì ñëó÷àå ìû èìååì äå-
ëî ñ RC-îñîáîé òî÷êîé. Ìíîæåñòâî òàêèõ òî÷åê, î÷åâèäíî çàìêíóòî. Â
òåðìèíàõ êîìïëåêñíûõ ãðàäèåíòîâ ëîêàëüíûõ îïðåäåëÿþùèõ ôóíêöèé
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M = {ρ1 = ρ2 = 0} óñëîâèå, ÷òî òî÷êà RC-îñîáàÿ ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî
ãðàäèåíòû (gradρ1, gradρ2) êîëëèíåàðíû. Êîëëèíåàðíîñòü äâóõ òðåõìåð-
íûõ âåêòîðîâ - ýòî äâà êîìïëåêñíûõ èëè æå ÷åòûðå âåùåñòâåííûõ óñëî-
âèÿ. Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ÷åòûðå ñîîòíîøåíèÿ íà 4-ìåðíîì êîìïàêòíîì
ìíîãîîáðàçèè â îáùåì ïîëîæåíèè èìååþò ëèøü êîíå÷íûé, âîçìîæíî ïó-
ñòîé íàáîð ðåøåíèé. Â êàæäîé òî÷êå äîïîëíåíèÿ ê ýòîìó ìíîæåñòâó
îïðåäåëåí òèï ïî Áëóìó-Ãðýìó. Ïðè÷åì ïîñëå ìàëîé äåôîðìàöèè ìû
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî â òî÷êå îáùåãî ïîëîæåíèÿ (âíå ñîáñòâåííîãî àíà-
ëè÷åñêîãî ïîäìíîæåñòâà) ýòî áàçîâûé òèï (2, 3). Äîïîëíåíèå ê ýòîìó
ìíîæåñòâó íàçîâåì BG-îñîáûìè òî÷êàìè. Èòàê, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îïè-
ñàíèþ ìíîæåñòâà RC è BG-îñîáûõ òî÷åê.

Âûðîæäåíèÿ íà óðîâíå 1-ñòðóè (RC-îñîáûå òî÷êè) èçó÷àëèñü â ñå-
ðèè ðàáîò (ñì. [27]). Íî íå èñêëþ÷åíî, ÷òî íåóñòðàíèìûå âûðîæäåíèÿ
çàòðèàãèâàþò è Áëóì-Ãðýì-òèï òî÷êè.

Çàäà÷à � 10: Îïèñàòü òèïè÷íûå, ò.å. íåóñòðàíèìûå ìàëîé äåôîð-
ìàöèåé, âûðîæäåíèÿ è èõ èíâàðèàíòû.

Ïîâåðõíîñòè áåñêîíå÷íîãî òèïà. Âîò ïðîñòîé ïðèìåð òàêîé ãè-
ïåðïîâåðõíîñòè â C2

v = u |z|2.

Ýòà ãèïåðïîâåðõíîñòü èìååò áåñêîíå÷íûé òèï â íà÷àëå êîîðäèíàò, à òàê-
æå âî âñåõ òî÷êàõ êîìïëåêñíîé ïðÿìîé w = 0. Â îñòàëüíûõ òî÷êàõ ýòà
ãèïåðïîâåðõíîñòü èìååò êîíå÷íûé òèï (2) è íåâûðîæäåíà ïî Ëåâè. Äëÿ
âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé êîíå÷íîñòü òèïà â òî÷-
êå îáùåãî ïîëîæåíèÿ è ãîëîìîðôíàÿ íåâûðîæäåííîñòü - ýêâèâàëåíòíû
[10]. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû (5.a) òî÷êè áåñêîíå÷íîãî òè-
ïà, ëåæàùèå íà ñîáñòâåííîì àíàëèòè÷åñêîì ïîäìíîãîîáðàçèè, ìîæíî èã-
íîðèðîâàòü.

Îäíàêî äëÿ ìíîãîîáðàçèé áóëüøåé êîðàçìåðíîñòè âîçìîæíà ñèòóà-
öèÿ, êîãäà ãîëîìîðôíî íåâûðîæäåííîå ìíîãîîáðàçèå âñþäó èìååò áåñ-
êîíå÷íûé òèï. Ïðè÷åì ðàçìåðíîñòü àëãåáðû ëîêàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ
ìîæåò áûòü êàê áåñêîíå÷íîé òàê è êîíå÷íîé. Òàêèì îáðàçîì äëÿ òàêèõ
ìíîãîîáðàçèé ãîëîìîðôíàÿ íåâûðîæäåííîñòü ÿâëÿåòñÿ ëèøü íåîáõîäè-
ìûì óñëîâèåì è âîïðîñ î êðèòåðèè êîíå÷íîìåðíîñòè àâòîìîðôèçìîâ äëÿ
ðîñòêîâ òàêèõ ìíîãîîáðàçèé - îòêðûò. Òîãäà êàê äëÿ ïîâåðõíîñòåé êî-
íå÷íîãî òèïà íà îòêðûòîì ïëîòíîì ìíîæåñòâå â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé
Ñòýíòîí-Ýáåíôåëüäà [10] ãîëîìîðôíàÿ íåâûðîæäåííîñòü ÿâëÿåòñÿ êðè-
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òåðèåì êîíå÷íîìåðíîñòè.

Ïðîáëåìà � 11: Ïóñòü èìååòñÿ ãîëîìîðôíî íåâûðîæäåííîå âåùå-
ñòâåííî àíàëèòè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå, ÷åé òèï âî âñåõ òî÷êàõ - áåñêî-
íå÷åí. Íàéòè êðèòåðèé êîíå÷íîìåðíîñòè ãîëîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ
ðîñòêà òàêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ .

Ïðè ðàáîòå íàä ñòàòüåé àâòîð îáñóæäàë åå ñîäåðæàíèå ñ Ì.À.Ñòåïàíîâîé,
Í.Ã. Êðóæèëèíûì è È.Ã.Êîññîâñêèì, êîòîðûå âûñêàçàëè ðÿä öåííûõ çà-
ìå÷àíèé, çà ÷òî îí èì âåñüìà ïðèçíàòåëåí.
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