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Àííîòàöèÿ

Âñå õàðàêòåðèñòèêè àíàëèòè÷åñêîé ñëîæíîñòè ôóíêöèé èíâà-

ðèàíòíû îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî åñòåñòâåííîãî äåéñòâèÿ (êàëèá-

ðîâî÷íàÿ ïñåâäîãðóïïà G). Â ðàáîòå ñòðîÿòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå

èíâàðèàíòû G. Ðåøåíà ïðîáëåìà ýêâèâàëåíòíîñòè. Ðàññìîòðåíû

êàê ôóíêöèè äâóõ, òàê è áîëüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Ñòàâÿòñÿ

âîïðîñû äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ.
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Ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ

Ìîæíî ëè âûðàçèòü ôóíêöèþ íåñêîëüêèõ, ñêàæåì äâóõ, ïåðåìåííûõ
÷åðåç ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî ñ ïîìîùüþ àðèôìåòè÷åñêèõ äåé-
ñòâèé? Ò.å. ìîæíî ëè åå ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà îïå-
ðàöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ åñòü ëèáî àðèôìåòè÷åñêîå äåéñòâèå, ëèáî
ôóíêöèÿ îäíîãî ïåðåìåííîãî. Ýòîò âîïðîñ ïîãðóæàåò íàñ â êîíòåêñò ïðî-
áëåìàòèêè 13-é ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà [1]. Êàê èçâåñòíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ
ðåçóëüòàòàìè Êîëìîãîðîâà è Àðíîëüäà, åñëè ïîä ôóíêöèÿìè ïîíèìàòü
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íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, òî îòâåò ïîëîæèòåëüíûé. Ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ åñòü ñóììà ïÿòè ñëàãàåìûõ âèäà c(a(x)+b(y)).
Åñëè æå ìû ïåðåõîäèì ê ãëàäêèì èëè àíàëèòè÷åñêèì ôóíêöèÿì, îáùèé
îòâåò ìåíÿåòñÿ íà îòðèöàòåëüíûé. Ïîñëå ÷åãî îñòàåòñÿ ìàññà âîïðîñîâ.

Â [4] áûëà ââåäåíà â ðàññìîòðåíèå ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ èåðàðõèÿ
êëàññîâ ñëîæíîñòè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ z(x, y),
îïðåäåëÿåìûõ èíäóêòèâíî íà áàçå ôóíêöèè (x+ y)

Cl0 ⊂ Cl1 ⊂ Cl2 ⊂ Cln ⊂ . . .

Cl0 � ýòî ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî (x èëè y), èì ïðèïèñûâàåòñÿ
ñëîæíîñòü N(z) = 0, Cl1 � ýòî ôóíêöèè âèäà c(a(x) + b(y)), îíè èìåþò
ñëîæíîñòü N(z) ≤ 1, äàëåå Cln+1 ñîñòîèò èç ôóíêöèé âèäà C(An(x, y) +
Bn(x, y)), ãäå C � ôóíêöèÿ îäíîãî ïåðåìåííîãî, à An è Bn � ôóíêöèè èç
Cln. Ôóíêöèè ïîïàâøèå â Cln è íå ïîïàâøèå â Cln−1 èìåþò ñëîæíîñòü
N(z) = n. Åñëè æå íåêàÿ ôóíêöèÿ z íå ïîïàëà íè â îäèí èç êëàññîâ
Cln = {z : N(z) ≤ n}, òî ìû ïîëàãàåì N(z) =∞. Óñëîâèå N(z) ≤ 1 ðàâ-
íîñèëüíî òîìó, ÷òî ðîñòîê, ëîêàëüíî ïðåäñòàâëÿþùèé z, óäîâëåòâîðÿåò
äèôôåðåíöèàëüíîìó ñîîòíîøåíèþ

d(z) = z′xz
′
y(z
′′′
xxyz

′′
y − z′′′xyyz′x) + z′′xy((z

′
x)

2z′′yy − (z′y)
2z′′xx) = 0 (1)

Ýòà îäíîðîäíàÿ ôîðìà ñòåïåíè 4 ÿâëÿåòñÿ ÷èñëèòåëåì äèôôåðåíöèàëüíî-
ðàöèîíàëüíîãî âûðàæåíèÿ δ(z) = (ln(z′y/z

′
x))
′′
xy.

Â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ äåéñòâóåò ñëåäóþùàÿ ïñåâ-
äîãðóïïà G = {z(x, y) → c−1(z(a(x), b(y)))}, ãäå (a, b, c) � ðîñòêè íåïî-
ñòîÿííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. ßñíî, ÷òî ýòî äåéñòâèå íå ìåíÿåò
ñëîæíîñòè è ÷òî ôóíêöèè cëîæíîñòè îäèí � ýòî, â òî÷íîñòè, îðáèòà
ôóíêöèè (x+ y).

Åñëè çàìåíèòü áàçîâóþ ôóíêöèþ x + y íà äðóãóþ àíàëèòè÷åñêóþ
ôóíêöèþ ϕ(x, y), N(ϕ) > 0, òî ñîâåðøåííî òàê æå, ñòàðòóÿ ñ ôóíêöèé
îäíîãî ïåðåìåííîãî, èíäóêòèâíî, îïðåäåëÿåì èåðàðõèþ, ïîðîæäåííóþ
ôóíêöèåé ϕ(x, y)

Clϕ0 ⊂ Clϕ1 ⊂ Clϕ2 . . . ⊂ Clϕn ⊂ . . .

è ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ ñëîæíîñòè Nϕ(z). ßñíî, ÷òî åñëè ϕ è ψ
ïðèíàäëåæàò îäíîé îðáèòå G, òî Clϕn = Clψn äëÿ âñåõ n è Nϕ(z) = Nψ(z).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî G èãðàåò â çàäà÷àõ àíàëèòè÷åñêîé ñëîæíîñòè ðîëü
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êàëèáðîâî÷íîé ïñåâäîãðóïïû è ñ ýòèì ñâÿçàí èíòåðåñ ê åå èçó÷åíèþ.
G ýòî äåéñòâèå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ òðåõ ýêçåìïëÿðîâ ïñåâäîãðóïïû
G = {u→ f(u)}, à èìåííî Ga ×Gb ×Gc, ãäå

Ga = {z(x, y)→ z(a(x), y)}

Gb = {z(x, y)→ z(x, b(y))}
Gc = {z(x, y)→ c−1(z(x, y))}.

Ïóñòü Orbϕ � ýòî îðáèòà ôóíêöèè ϕ. Åñëè ψ ∈ Orbϕ, òî ìû ïèøåì ψ ∼ ϕ,
ýòî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî (x + y) ∼ (x −
y) ∼ xy ∼ x/y. Ñôîðìóëèðóåì î÷åâèäíûå ñâîéñòâà ââåäåííûõ êëàññîâ
ñëîæíîñòè.

Óòâåðæäåíèå 1:
(a) Âñå íóëåâûå êëàññû Clϕ0 ñîâïàäàþò, îíè ñîñòîÿò èç ôóíêöèé îäíîãî
ïåðåìåííîãî.
(b) Âñå ïåðâûå êëàññû � ýòî îáúåäèíåíèå íóëåâîãî êëàññà è îðáèòû áà-
çîâîé ôóíêöèè, ò.å. Clϕ1 = Orbϕ ∪ Cl0.
(c) Nϕ(ψ) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ψ ∼ ϕ.

Âñå êëàññû ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîæåñòâà-
ìè. Ôóíêöèè ýêâèâàëåíòíûå (x + y) îáëàäàþò íåêîòîðîé îñîáåííîñòüþ.
À èìåííî, ýòè ôóíêöèè îáëàäàþò â G ñòàáèëèçàòîðîì ïîëîæèòåëüíîé
ðàçìåðíîñòè. Ýòî ïðèäàåò ñâîåîáðàçèå äèôôåðåíöèàëüíûì óñëîâèÿì,
îïðåäåëÿþùèì êëàññû, ïîñòðîåííûì íà áàçå ôóíêöèé, ýêâèâàëåíòíûõ
(x + y), ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññàìè, ïîñòðîåííûìè íà áàçå ïðî÷èõ ôóíê-
öèé áåç ñòàáèëèçàòîðà (ò.å. ñî ñòàáèëèçàòîðîì íóëåâîé ðàçìåðíîñòè). Ïî-
ñêîëüêó âñå êëàññû èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ïî x, ïî y è ïî
z, òî óðàâíåíèÿ êëàññîâ íå ñîäåðæàò â ÿâíîì âèäå íè x, íè y, íè z.
Ïîýòîìó, ïðè ïîäñ÷åòå ðàçìåðíîñòåé, ìîæíî ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâà
ñòðóé ñâåñòè ê ðàññìîòðåíèþ óñå÷åííîé ñòðóè, ò.å. ñòðóè, ñîäåðæàùåé,
â êà÷åñòâå êîîðäèíàò, òîëüêî ïðîèçâîäíûå è íå ñîäåðæàùèå íè x, íè y,
íè z. Òîãäà òàêîå ïðîñòðàíñòâî 3-ñòðóé ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ èìååò
ðàçìåðíîñòü 2 + 3 + 4 = 9. Ïñåâäîãðóïïà G äåéñòâóåò â ýòîé 3-ñòðóå êàê
3 × 3 = 9-ìåðíàÿ ãðóïïà. Îáðàç îðáèòû (x + y) â 3-ñòðóå èìååò ðàçìåð-
íîñòü 8, ÿâëÿåòñÿ àëåáðàè÷åñêîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ è çàäàåòñÿ îäíèì
äèôôåðåíöèàëüíî-ïîëèíîìèàëüíûì ñîîòíîøåíèåì (1) òðåòüåãî ïîðÿä-

êà. Â òî âðåìÿ êàê îðáèòà ëþáîé ôóíêöèè, íå ïîïàâøåé â Cl
(x+y)
1 ,ýòî
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äîïîëíåíèå ê ýòîé ãèïåðïîâåðõíîñòè (ñì.[4]). Ïîýòîìó â ñëó÷àå, åñëè áà-
çîâàÿ ôóíêöèÿ íå ýêâèâàëåíòíà (x+ y), òî ïåðâûé êëàññ íå ìîæåò áûòü
çàäàí óðàâíåíèÿìè â 3-ñòðóå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ òàêîé ôóíêöèè ñòàáè-
ëèçàòîð äåéñòâèÿ G èìååò ðàçìåðíîñòü íîëü, âû÷èñëÿåì êîðàçìåðíîñòü
îáðàçà Clϕ1 â 4-ñòðóå. Èìååì (2 + 3 + 4 + 5) − 3 × 4 = 2, ò.å. îáðàç ïåð-
âîãî êëàññà â 4-ñòðóå ýòî àëåáðàè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî êîðàçìåðíîñòè
äâà. Ýòî âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ìëàäøàÿ ñòðóÿ, â êîòîðîé èìåþò-
ñÿ èíâàðèàíòû ïðîäîëæåííîãî äåéñòâèÿ ýòî 4-ñòðóÿ. Ïðè÷åì â 4-ñòðóå G
èìååò äâà èíâàðèàíòà. Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü âûïèñàòü ýòè èíâàðèàíòû.

Åñëè Z = c−1(z(a(x), b(y))), òî

W =
Z ′x
Z ′y

=
a′(x)z′x(a(x), b(y))

b′(y)z′y(a(x), b(y))
.

Ìû âèäèì, ÷òî w = z10/z01 ýòî ïðèìåð âûðàæåíèÿ, êîòîðîå îò äåéñòâèÿ
êîìïîíåíòû Gc íå çàâèñèò, à äåéñòâèå Ga ×Gb âûðàæàåòñÿ â ïîÿâëåíèè
â ìíîæèòåëåé a′ è b′ â íåêîòîðûõ ñòåïåíÿõ m è n ñîîòâåòñòâåííî. Òà-
êîå âûðàæåíèå ìû áóäåì íàçûâàòü ïîëóèíâàðèàíòîì áèñòåïåíè (m,n).
Ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî w = zx/zy � ýòî ïîëóèíâàðèàíò áèñòåïåíè
(1,−1). Âñå äàëüíåéøèå âûðàæåíèÿ ìû ñòðîèì íà îñíîâå w. Ìîæíî íà-
ïèñàòü, ÷òî δ(z) ýòî δ(w). Äàëåå, äëÿ ïðîèçâîäíûõ áóäåì èñïîëüçîâàòü
èíäåêñíûå îáîçíà÷åíèÿ. À òàê æå, åñëè g = (a, b), òî ÷åðåç g ◦ f(x, y)
áóäåì îáîçíà÷àòü f(a(x), b(y)) � ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ Ga × Gb. Íåòðóäíî
ïðîâåðèòü, ÷òî δ(w) = (ln(w))′′xy = d(z)/(z10 z01)

2 � ýòî ïîëóèíâàðèàíò
áèñòåïåíè (1, 1), ò.å. δ(g ◦ z) = a1 b1 g ◦ (δ(z)). Ïóñòü, äàëåå,

δ+(w) = δ(w)w, δ−(w) = δ(w)w−1

Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî δ+(w) - ýòî ïîëóèíâàðè-
àíò áèñòåïåíè (2, 0), à δ−(w) - áèñòåïåíè (0, 2). Ïîëîæèì, äàëåå, µ+(w) =
(ln(δ+))

′
x, µ−(w) = (ln(δ−))

′
y, òîãäà

µ+(w) =
j+(z)

z10 z01 d(z)
, µ−(z) =

j−(z)

z10 z01 d(z)

ãäå

j+(z) = z0,1
3z1,0

2z3,1 − z0,13z1,0z1,1z3,0 − 3 z0,1
3z1,0z2,0z2,1 + 3 z0,1

3z1,1z2,0
2 −

z0,1
2z1,0

3z2,2 + z0,1
2z1,0

2z1,1z2,1 + z0,1
2z1,0

2z1,2z2,0 − z0,12z1,0z1,12z2,0 +
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z0,1z0,2z1,0
3z2,1 − z0,1z0,2z1,02z1,1z2,0 + z0,1z1,0

3z1,1z1,2 − z0,2z1,03z1,12

j−(z) = z0,1
3z1,0

2z2,2 − z0,13z1,0z1,1z2,1 − z0,13z1,0z1,2z2,0 + z0,1
3z1,1

2z2,0 −
z0,1

2z0,2z1,0
2z2,1 + z0,1

2z0,2z1,0z1,1z2,0 − z0,12z1,03z1,3 − z0,12z1,02z1,1z1,2 +
3 z0,1z0,2z1,0

3z1,2 + z0,1z0,2z1,0
2z1,1

2 + z0,1z0,3z1,0
3z1,1 − 3 z0,2

2z1,0
3z1,1 (2)

j+ è j− � ýòî äâå îäíîðîäíûå ôîðìû ñòåïåíè 6. Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðî-
âåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî µ+(z) � ýòî ïîëóèíâàðèàíò áèñòåïåíè (1, 0), à µ−(z)
� áèñòåïåíè (0, 1). Òåïåðü ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî

J+(z) =
(µ+(w))

2

δ+(w)
=

(j+(z))
2

w (d(z))3
, J−(z) =

(µ−(w))
2

δ−(w)
=
w (j−(z))

2

(d(z))3

� ýòî ïîëóèíâàðèàíòû áèñòåïåíè (0, 0), ò.å. èíâàðèàíòû äåéñòâèÿ G, ïðî-
äîëæåííîãî â 4-ñòðóþ. Âîò ÿâíûå âûðàæåíèÿ â âèäå äèôôåðåíöèàëüíî-
ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îò z

J+(z) = z0,1(z0,1
3z1,0

2z3,1 − z0,13z1,0z1,1z3,0 − 3 z0,1
3z1,0z2,0z2,1 + 3 z0,1

3z1,1z2,0
2 − (3)

z0,1
2z1,0

3z2,2 + z0,1
2z1,0

2z1,1z2,1 + z0,1
2z1,0

2z1,2z2,0 − z0,12z1,0z1,12z2,0 +
z0,1z0,2z1,0

3z2,1 − z0,1z0,2z1,02z1,1z2,0 + z0,1z1,0
3z1,1z1,2 − z0,2z1,03z1,12)2/

z1,0
(
z0,1

2z1,0z2,1 − z0,12z1,1z2,0 − z0,1z1,02z1,2 + z0,2z1,0
2z1,1

)3

J−(z) = z1,0(z0,1
3z1,0

2z2,2 − z0,13z1,0z1,1z2,1 − z0,13z1,0z1,2z2,0 + z0,1
3z1,1

2z2,0 −
z0,1

2z0,2z1,0
2z2,1 + z0,1

2z0,2z1,0z1,1z2,0 − z0,12z1,03z1,3 − z0,12z1,02z1,1z1,2 +
3 z0,1z0,2z1,0

3z1,2 + z0,1z0,2z1,0
2z1,1

2 + z0,1z0,3z1,0
3z1,1 − 3 z0,2

2z1,0
3z1,1)

2/

z0,1
(
z0,1

2z1,0z2,1 − z0,12z1,1z2,0 − z0,1z1,02z1,2 + z0,2z1,0
2z1,1

)3
(4)

Ýòè èíâàðèàíòû J+ è J− îïðåäåëåíû â äîïîëíåíèè ê ïåðâîìó êëàññó

ïî ñëîæåíèþ - Cl
(x+y)
1 .

Åñëè J èíâàðèàíò, òî J ′x è J
′
y � ýòî ïîëóèíâàðèàíòû áèñòåïåíåé (1, 0)

è (0, 1). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, åñëè ïîëîæèòü

Dx =
1

µ+

∂

∂x
=
z10 z01 d(z)

j+(z)

∂

∂x
, Dy =

1

µ−

∂

∂y
=
z10 z01 d(z)

j−(z)

∂

∂y
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òî êàæäûé èç ýòèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì
èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ò.å. ïåðåâîäèò èíâàðèàíò k-ñòðóè â
èíâàðèàíò (k+1)-ñòðóè. Òàêèì îáðàçîì èç J+ è J− ñ ïîìîùüþ ýòèõ îïå-
ðàòîðîâ ìû ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íûé íàáîð èíâàðèàíòîâ J. Ðàçìåðíîñòü
îðáèòû ôóíêöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ â 4-ñòðóå ðàâíà äâóì. J1 è J2 ôóíê-
öèîíàëüíî íåçàâèñèìû, ïîýòîìó � ýòî ïîëíàÿ ñèñòåìà èíâàðèàíòîâ 4-
ñòðóè. Ïðîäîëæàÿ íàø ïîäñ÷åò íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê
5-ñòðóå êîðàçìåðíîñòü ñòàíîâèòüñÿ ðàâíîé 5-òè, ò.å. äëÿ ïîëíîòû òðåáó-
åòñÿ åùå òðè èíâàðèàíòà ïîðÿäêà 5.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ñèñòåìà äèôôåðåí-
öèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ïîëíà äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â èõ ôóíêöèîíàëü-
íîé íåçàâèñèìîñòè. Âû÷èñëèì J+ è J− äëÿ z = a(x) + xb(y). Ïîëó÷àåì

J+(z) = −
(a3xa1 − a22x+ a3xb0 − a2a1 − a2b0)2

xa23 (a1 + b0)

J−(z) = −

(
−2 b2a1 − 2 b2b0 + 3 b1

2
)2

(a1 + b0)

b1
4a2x

,

òåïåðü, âû÷èñëÿÿ ÿêîáèàí (J+, J−) ïî (a3, b2), âèäèì, ÷òî îí îòëè÷åí îò
òîæäåñòâåííîãî íóëÿ. Ò.å. J+ è J− ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû. Äàëåå,
âû÷èñëÿÿ ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ (J+, J−, Dx(J+), Dy(J+), Dy(J−)) ïî ïåðå-
ìåííûì (a2, a3, a4, b2, b3), óáåæäàåìñÿ, ÷òî îí îòëè÷åí îò òîæäåñòâåííîãî
íóëÿ è, òåì ñàìûì, ýòîò íàáîð òàê æå ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèì è, ñëå-
äîâàòåëüíî ïîëîí.

Ïðè ïåðåõîäå îò (k-1)�ñòðóè ê ñòðóå ïîðÿäêà k òðåáóåòñÿ (k−2) íîâûõ
ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ èíâàðèàíòîâ. Ïî-âèäèìîìó, J � ýòî ïîëíàÿ
ñèñòåìà èíâàðèàíòîâ ïðîäîëæåííîãî äåéñòâèÿ G â ñòðóè âñåõ ïîðÿäêîâ.
Èõ êîëè÷åñòâî ïðåâîñõîäèò íåîáõîäèìîå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ èíâàðèàí-
òîâ. Íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû íóæíî ïðîâåðèòü ôóíêöèîíàëüíóþ
íåçàâèñèìîñòü èíâàðèàíòîâ.

Èòàê, íàìè ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2:

(a) J+(z) =
(µ+(w))

2

δ+(w)
=
z01 (j+(z))

2

z10 (d(z))3
, J−(z) =

(µ−(w))
2

δ−(w)
=
z10 (j−(z))

2

z01 (d(z))3

� ýòî ïîëíàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ äåéñòâèÿ G â 4-
ñòðóå. Êàê ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè J+ è J− � ýòî îòíîøåíèÿ îäíîðîäíûõ
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ôîðì ñòåïåíè 13.

(b) Dx =
1

µ+

∂

∂x
=
z10 z01 d(z)

j+(z)

∂

∂x
, Dy =

1

µ−

∂

∂y
=
z10 z01 d(z)

j−(z)

∂

∂y

� ýòî îïåðàòîðû èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.
(c) Íàáîð ïÿòè èíâàðèàíòîâ (J+, J−, Dx(J+), Dy(J+), Dy(J−)) - ýòî ïîë-
íûé íàáîð èíâàðèàíòîâ 5-ñòðóè.

Ïóñòü σ = (x → y, y → x) � ïåðåñòàíîâêà êîîðäèíàò è σ ◦ z(x, y) =
z(y, x). Âîò ñâîéñòâà ïîñòðîåííîé ñèñòåìû ïîëóèíâàðèàíòîâ, ïî îòíîøå-
íèþ ê ñèììåòðèè σ.

σ ◦ w(z) = w−1(σ ◦ z), σ ◦ δ(w) = −δ(σ ◦ w), σ ◦ d(z) = −d(σ ◦ z),
σ ◦ δ+(w) = −δ−(σ ◦ z), σ ◦ µ+(z) = −µ−(σ ◦ z),
σ ◦ j+(z) = j−(σ ◦ z), σ ◦ J+(z) = −J−(σ ◦ z)
σ ◦ (Dx(z)) = −Dy(σ ◦ z))

Ñëîæåíèå êîììóòàòèâíî, σ ◦ (x + y) = (x + y), ïîýòîìó âñå êëàñ-
ñû Cl(x+y)n , ïîñòðîåííûå íà áàçå ñëîæåíèÿ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî
äåéñòâèÿ σ è N (x+y)(z(x, y)) = N (x+y)(z(y, x)) . Ýòî óòâåðæäåíèå ëåãêî
îáîáùèòü.

Óòâåðæäåíèå 3: Êëàññû, ïîñòðîåííûå íà áàçå ϕ èíâàðèàíòíû îò-
íîñèòåëüíî ñèììåòðèè σ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕ(y, x) ∼ ϕ(x, y)
(ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ðîñòîê îïðåäåëåí â îêðåñòíîñòè òî÷êè äèàãîíàëè
x = y). Ïðè ýòîì Nϕ(z(y, x)) = Nϕ(z(x, y)) äëÿ âñåõ z.

Ïîêàæåì, ÷òî áåç ýòîãî óñëîâèÿ óòâåðæäåíèå ïåðåñòàåò áûòü âåð-
íûì. Ïîëîæèì ϕ = x2 + xy. Ýòà ôóíêöèÿ, êàê íå òðóäíî óáåäèòüñÿ,

èìååò ñëîæíîñòü 2 ïî îòíîøåíèþ ê (x+ y). Åñëè Cl
(x2+xy)
1 ñèììåòðè÷åí,

òî (y2 + xy) ýêâèâàëåíòíà (x2 + xy), ò.å. íàéäåòñÿ (a, b, c) ∈ G, ò.å. òðè
íåïîñòîÿííûå ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî ò.÷. íà íåêîòîðîì îòêðûòîì
ìíîæåñòâå èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

(a(x))2 + a(x) b(y) = c(y2 + xy)

Ëîêàëüíîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ c (ïîñòîÿíñòâî íà ëèíèÿõ óðîâíÿ (y2+
xy)) ýòî

a′(x) (2a(x) + b(y)) (x+ 2y) = a(x) b′(y) y (5)
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Ïðîëîãàðèôìèðóåì îáå ÷àñòè (5) è âîçüìåì ñìåøàííóþ ïðîèçâîäíóþ ïî
xy, ïîëó÷èì

a′(x) b′(y)

(2 a(x) + b(y))2
+

1

(x+ 2y)2
= 0

Çàôèêñèðóåì y = y0, ò.÷. b
′(y0) 6= 0. Ïîëó÷èì îáûêíîâåííîå äèôôåðåí-

öèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà íà a(x) ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðå-
ìåííûìè, ðåøàÿ êîòîðîå óáåæäàåìñÿ, ÷òî a(x) � ýòî äðîáíî-ëèíåéíîå
âûðàæåíèå, àíàëîãè÷íî ñ b(y). Èòàê,

a(x) =
px+ q

rx+ s
, b(y) =

Py +Q

Ry + S
,

ïðè÷åì ps−rq è PS−RQ � îòëè÷íû îò íóëÿ. Ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ
â (5) è ïðèðàâíÿåì ÷èñëèòåëü ê íóëþ. Ýòî ìíîãî÷ëåí îò x è y. Çàïè-
ñûâàåì óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ êîýôôèöèåíòîâ. Êîýôôèöèåíò ïðè x3y
� ýòî −(PS − QR)pr2. Ïåðâûé ñëó÷àé � (r = 0, p 6= 0, s 6= 0). Òîãäà
êîýôôèöèåíò ïðè x2y2 ðàâåí 2R2p2, ò.å. R = 0, íî êîýôôèöèåíò ïðè x2

ýòî 4Sp2, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî b ïîñòîÿííà. Ïðîòèâîðå÷èå. Âòîðîé ñëó÷àé
(p = 0, r 6= 0, q 6= 0). Êîýôôèöèåíò ïðè y ýòî 4S2qr, îòêóäà ñëåäóåò
S = 0. Ñâîáîäíûé ÷ëåí � Qs2, ò.å. Q = 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî b ïîñòî-

ÿííà. Ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, òàêèõ (a, b, c) íå ñóùåñòâóåò è Cl
(x2+xy)
1 íå

èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ñèììåòðèè σ.

Ôèêñèðóåì ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ ϕ. Òåïåðü äëÿ íåêîòîðîé ôóíê-
öèè z(x, y) çàäàåì âîïðîñ, ïðèíàäëåæèò ëè îíà ïåðâîìó êëàññó â èåðàð-
õèè, ïîñòðîåííîé íà áàçå ϕ? Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò, â ñîîòâåòñòâèè ñ
îïðåäåëåíèåì, îçíà÷àåò, ÷òî íàéäóòñÿ òðè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé îä-
íîãî ïåðåìåííîãî (a, b, c), òàêèå ÷òî èìååòñÿ ïðåäñòàâëåíèå âèäà z(x, y) =
c(ϕ(a(x), b(y))). Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè a è b èçâåñòíû, òî ïðîâåðèòü,
ñóùåñòâóåò ëè äëÿ äàííîé ôóíêöèè z ïîäõîäÿùàÿ ôóíêöèÿ c ðàâíîñè-
ëåí òîìó, ÷òî z ïîñòîÿííà íà ëèíèÿõ óðîâíÿ ϕ(a(x), b(y)), à ýòî, â ñâîþ
î÷åðåäü, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå äèôôåðåíöèàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ

z10
a1ϕ10

− z01
b1ϕ01

= 0

Âûðàæàÿ èç íåãî b1 è çàïèñûâàÿ óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè b1 îò x, ïîëó÷à-
åì óñëîâèå êîòîðîå íå ñîäåðæèò b è èìååò âèä ëèíåéíîãî ñîîòíîøåíèÿ
ìåæäó a2, a1, a

2
1, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî çàâèñÿò îò z è îò ϕ. Âûðàæàÿ
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èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ a2/a1 è äèôôåðåíöèðóÿ ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå
ïî y, ïîäñòàâëÿÿ â îòâåò èìåþùååñÿ âûðàæåíèå äëÿ b1 ÷åðåç a1, ìû ïî-
ëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ a21 ÷åðåç z è ϕ. Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ñîîòíîøå-
íèå ïî y ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå 4-ãî ïîðÿäêà, íå ñîäåðæàùåå ôóíêöèé
(a, b, c). Ïîñêîëüêó âûðàæåíèÿ äëÿ a1 è a2 äîëæíû áûòü ñîãëàñîâàíû,
òî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ (a, b, c) � ýòî äâà
ñîîòíîøåíèÿ ïîðÿäêà ÷åòûðå. Íî çäåñü ìû ìîæåì íå âûïèñûâàòü ýòè
ñîîòíîøåíèÿ, à ñîñëàòüñÿ íà òî, ÷òî äâà ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå z è
ϕ ó íàñ óæå åñòü. Ïîýòîìó èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4 (îáùèå óðàâíåíèÿ 1-ãî êëàññà): Ïóñòü ϕ íå ïðèíàä-

ëåæèò Cl
(x+y)
1 , (ò.å. ϕ � ôóíêöèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ), òîãäà z(x, y) ∈ Clϕ1

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

J+(z) = J+(ϕ) è J−(z) = J−(ϕ).

Ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ ëîãè÷åñêîé çàâåðøåííîñòè ìîæíî äîïîëíèòü
äàâíî èçâåñòíûì ðåçóëüòàòîì: z(x, y) ïðèíàäëåæèò Cl

(x+y)
1 , òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà d(z) = 0 (ñì.[4]).

Íà ïðèâåäåííîå ïîñòðîåíèå ìîæíî ïîñìîòðåòü ñ åùå îäíîé òî÷êè çðå-
íèÿ. À èìåííî, ñóùåñòâîâàíèå ýòèõ òðåõ ôóíêöèé g = (a, b, c−1) îçíà÷àåò,
÷òî z è ϕ ýêâèâàëåíòíû ïî ìîäóëþ G, ò.å. ñóùåñòâóåò g ∈ G, òàêàÿ ÷òî
z = g ◦ φ. Èòàê, ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò äàåò ïîëíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû
ýêâèâàëåíòíîñòè.

Òåîðåìà 5:
(a) Åñëè f = const,òî g ∼ f òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g = const. Êàíî-
íè÷åñêèé ïðåäñòàâèòåëü ýòîãî êëàññà f = 0, äèôôåðåíöèàëüíîå óñëîâèå
� {f ′x = f ′y = 0}.
(b) Åñëè f � íåïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ îäíîãî ïåðåìåííîãî, òî g ∼ f òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà g � íåïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ òîãî æå ïåðåìåííîãî.
Êàíîíè÷åñêèå ïðåäñòàâèòåëè � x è y, äèôôåðåíöèàëüíûå óñëîâèÿ � îäíà
èç ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ðàâíà íóëþ, äðóãàÿ � íå ðàâíà.
(c) Åñëè g � íå ýêâèâàëåíòíà 0, x èëè y, òî g ∼ (x + y) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà d(g) = 0. Ýòî ôóíêöèè ñëîæíîñòè îäèí â èåðàðõèè, ïîñòðî-
åííîé íà áàçå (x+ y).
(d) Åñëè f è g ïîïàëè íè â îäèí èç ïðåäûäóùèõ ïóíêòîâ (ôóíêöèè îá-
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ùåãî ïîëîæåíèÿ), òî f ∼ g òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà J+(f) = J+(g) è
J−(f) = J−(g).

Ñ êàæäîé ôóíêöèåé z(x, y) ìîæíî ñâÿçàòü 3-òêàíü íà ïëîñêîñòè (ñì.[2]),
à èìåííî (x = const, y = const, z(x, y) = const). Òêàíè ïðèíÿòî èçó-
÷àòü ñ òî÷íîñòüþ äî ëîêàëüíî îáðàòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè,
òîãäà ïëîñêàÿ 3-òêàíü � ýòî òðè òðàíñâåðñàëüíûõ ñåìåéñòâà (x(u, v) =
const, y(u, v) = const, z(u, v) = const) Ïðåîáðàçîâàíèÿ G, â òàêîé èí-
òåðïðåòàöèè, ýòî ïðîñòòî èçîìîðôèçì òêàíè.

Òîãäà òåîðåìà 5, òî÷íåå åå ïóíêòû (c) è (d) äàþò ðåøåíèå ïðîáëåìû
ýêâèâàëåíòíîñòè 3-òêàíåé. Ïóíêò (ñ) � ýòî êðèòåðèé òîãî, ÷òî òêàíü ýê-
âèâàëåíòíà øåñòèóãîëüíîé, à (d) � ýòî êðèòåðèé ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ
íå øåñòèóãîëüíûõ òêàíåé.

Ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

Ïîñòðîåíèÿ ïðåäûäóùåãî ïóíêòà (èåðàðõèÿ, ñëîæíîñòü, êàëèáðîâî÷-
íàÿ ïñåâäîãðóïïà) ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ôóíêöèè íåñêîëüêèõ, ò.å.
m > 2, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â [5]. Ýòîò ïîäõîä èìååò æàðãîííîå íàçâàíèå
"ñóïåðïîçèöèè òèïà (m→ 1)".

Çàôèêñèðóåì, â êà÷åñòâå áàçîâîé ôóíêöèè, íåêîòîðóþ àíàëèòè÷å-
ñêóþ ôóíêöèþ ϕ(x1, . . . , xm), êîòîðàÿ çàâèñèò îò âñåõ ñâîèõ ïåðåìåííûõ,
ò.å. íè îäíà èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ϕ′xj íå åñòü òîæäåñòâåííûé íîëü.
Èåðàðõèÿ êëàññîâ Clϕ îïðåäåëÿåòñÿ âïîëíå àíàëîãè÷íî: Cl0 � ýòî ôóíê-
öèè îäíîãî ïåðåìåííîãî, Cln+1 ñîñòîèò èç ôóíêöèé âèäà

c−1(ϕ(A1(x1, . . . , xm), . . . , Am(x1, . . . , xm))),

ãäåAj ∈ Cln. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåì ôóíêöèþ ñëîæíîñòè, ïèøåìNϕ(z) =
n åñëè z ∈ Clϕn \Cl

ϕ
n−1. Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåííàÿ èåðàðõèÿ ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèôôåðåíöèàëüíî-
àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ, ò.å. êàæäûé êëàññ åñòü ñîâîêóïíîñòü àíàëè-
òè÷åñêèõ ðåøåíèé ïî z ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ ïîëèíîìîâ îò z è
ϕ c öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äàëåå òàêæå êàê è ðàíüøå îïðåäåëÿåì
äåéñòâèå êàëèáðîâî÷íîé ïñåâäîãðóïïû G = G × . . . × G ((n + 1) ñîìíî-
æèòåëü), ãäå G = {t → f(t)}, à f � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îäíîãî ïå-
ðåìåííîãî t. À èìåííî, åñëè g = (a1, . . . , an, c), òî g ◦ z(x1, . . . , xn) =
c−1(z(a1(x1), . . . , an(xn)).Ýòî äåéñòâèå, î÷åâèäíî, ñîõðàíÿåò è êëàññû, è
ñëîæíîñòü.
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Óòâåðæäåíèå 1 ïðåíîñèòñÿ íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé äîñëîâíî.

Óòâåðæäåíèå 1':
(a) Âñå íóëåâûå êëàññû Clϕ0 ñîâïàäàþò, îíè ñîñòîÿò èç ôóíêöèé îäíîãî
ïåðåìåííîãî.
(b) Âñå ïåðâûå êëàññû � ýòî îáúåäèíåíèå íóëåâîãî êëàññà è îðáèòû áà-
çîâîé ôóíêöèè, ò.å. Clϕ1 = Orbϕ ∪ Cl0.
(c) Nϕ(ψ) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ψ ∼ ϕ.

Ïîñ÷èòàåì ðàçìåðíîñòè. Ðàçìåðíîñòü óñå÷åííîé 1-ñòðóè ðàâíà m, ýòî
÷èñëî ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ. ×èñëî âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ � m(m + 1)/2.
Èòîãî ðàçìåðíîñòü 2-ñòðóè ðàâíà m(m + 3)/2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ðàç-
ìåðíîñòü ïðîäîëæåíèÿ G â 2-ñòðóþ ðàâíà 2(m+1). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,
÷òî åñëè, m > 2 òî m(m + 1)/2 > 2(m + 1). Îðáèòà ôóíêöèè îáùåãî ïî-
ëîæåíèÿ (ò.å. ñ íóëü-ìåðíûì ñòàáèëèçàòîðîì) èìååò òó æå ðàçìåðíîñòü
2(m + 1) è êîðàçìåðíîñòü m2 − m − 4. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà÷èíàÿ ñ 3
-ñòðóè ïðîäîëæåíèå G èìååò äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè m = 3, òî 2-ñòðóÿ èìååò ðàçìåðíîñòü 9, îðáèòà
ôóíêöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ èìååò ðàçìåðíîñòü 8 è êîðàçìåðíîñòü 1. Òà-
êèì îáðàçîì, G ïðèm = 3 èìååò îäèí èíâàðèàíò. Ïðè ýòîì îðáèòà ñóììû
(x1 + x2 + x3) � ýòî îñîáàÿ îðáèòà, îíà èìååò ðàçìåðíîñòü 7 è êîðàçìåð-
íîñòü 2.

Íàéäåì ýòîò åäèíñòâåííûé èíâàðèàíò â 2-ñòðóå ôóíêöèé îò òðåõ ïå-
ðåìåííûõ. Ïóñòü w(x, y, z) � ôóíêöèÿ òðåõ ïåðåìåííûõ, g = (a, b, c, d)
ýëåìåíò êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïû. ÒîãäàW = g◦w = d−1(w(a(x), b(y), c(z)))
- äåéñòâèå g íà w. Èìååì

W ′
x

W ′
z

=
w′x a

′

w′z c
′ ,

W ′
y

W ′
z

=
w′y b

′

w′z c
′ ,

äàëåå (
W ′
x

W ′
z

)′
y

=

(
w′x
w′z

)′
y

a′ b′

c′
,

(
W ′
y

W ′
z

)′
x

=

(
w′y
w′z

)′
x

a′ b′

c′
,

ïîýòîìó âûðàæåíèå

I =

(
(
w′x
w′z

)′y

)
/

(
(
w′y
w′z

)′x

)
(6)

ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì äåéñòâèÿ G. Äëÿ ôóíêöèé èç îðáèòû (x + y + z)
ýòîò èíâàðèàíò íå îïðåäåëåí. Óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå îðáèòó ñóììû,
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íåòðóäíî óêàçàòü. Ýòî ðàâåíñòâî íóëþ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ äðîáè
(6). Èòàê,

Òåîðåìà 6: (a) Ïóñòü ϕ(x, y, z) ôóíêöèÿ, ýôôåêòèâíî çàâèñÿùàÿ îò
âñåõ òðåõ ïåðåìåííûõ è íå ýêâèâàëåíòíàÿ (x+ y + z). Òîãäà åå îðáèòà â
2-ñòðóå çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì I(w(x, y, z)) = I(ϕ(x, y, z)).
(b) Îðáèòà (x+ y + z) â 2-ñòðóå çàäàåòñÿ äâóìÿ óðàâíåíèÿìè(

w′x
w′z

)′
y

= 0

(
w′y
w′z

)′
x

= 0

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ èç ïóíêòà (b) ÿâëÿþòñÿ ëèøü íåîáõîäèìûìè

óñëîâèÿìè ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè Cl
(x+y+z)
1 . Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ,

êàê áûëî ïîêàçàíî â [5], ñîäåðæàò òàêæå ñîîòíîøåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà.

Îòêðûòûå âîïðîñû

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ñëîæíîñòü ôóíêöèè ϕ îòíîñèòåëüíî ôóíê-
öèè ψ - Nψ(ϕ) íå ìåíÿåòñÿ ïîä äåéñòâèåì G. À èìåííî, åñëè g1 è g2 �
ýëåìåíòû G, òî

Nψ(g1 ◦ ϕ) = N g2◦ψ(ϕ) = N g2◦ψ(g1 ◦ ϕ) = Nψ(ϕ)

Òàêèì îáðàçîì, îòíîñèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü � ýòî ôóíêöèÿ, êîððåêòíî îïðå-
äåëåííàÿ íà îðáèòàõ äåéñòâèÿ G. Åñëè ðàññìàòðèâàòü îòíîøåíèå ýêâè-
âàëåíòíîñòè, ïîðîæäåííîå äåéñòâèåì G, êàê àíàëîã ðàâåíñòâà, òî ìîæíî
ïðåäëîæèòü îòíîøåíèå, êîòîðîå áóäåò ÿâëÿòüñÿ àíàëîãîì íåðàâåíñòâà.
Ðàññìîòðèì íà àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ñëåäó-
þùåå îòíîøåíèå ψ � ϕ

Îïðåäåëåíèå: Ïèøåì ψ � ϕ â ñëó÷àå, åñëè ϕ ∈ Clψ, ò.å. åñëè ôóíê-
öèÿ ϕ ñîäåðæèòñÿ â èåðàðõèè, ïîñòðîåííîé íà áàçå ôóíêöèè ψ. Ïðè ýòîì
ãîâîðèì, ÷òî ψ íå ñëîæíåå ϕ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ââåäåííîå òàêèì îáðàçîì îòíî-
øåíèå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü
âûïîëíåíèå òðåõ óñëîâèé.
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Ðåôëåêñèâíîñòü: ∀ ϕ ϕ � ϕ.
Àíòèñèììåòðè÷íîñòü: ∀ ϕ, ψ åñëè ϕ � ψ è ψ � ϕ, òî ϕ ∼ ψ.
Òðàíçèòèâíîñòü: ∀ ϕ, χ, ψ åñëè ϕ � χ è χ � ψ, ϕ � ψ.

Ñ ðåôëåêñèâíîñòüþ è òðàíçèòèâíîñòüþ, î÷åâèäíî, âñå â ïîðÿäêå.

Âîïðîñ 1: Óäîâëåòâîðÿåò ëè îòíîøåíèå ψ � ϕ âòîðîìó óñëîâèþ,
óñëîâèþ àíòèñèììåòðè÷íîñòè?

Åñëè áû ýòî óòâåðæäåíèå èìåëî ìåñòî, òî îíî áûëî áû âïîëíå àíàëî-
ãè÷íî òåîðåìå Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà â òåîðèè ìíîæåñòâ.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëèNϕ(ψ) = 1, òîNψ(ϕ) = 1, ò.å. â ýòîì ñëó÷àå
Nϕ(ψ) = Nψ(ϕ). Ïóñòü òåïåðü ϕ = (x+ y), à ψ = x2 + xy. Ìû çíàåì, ÷òî
N (x+y)(x2 + xy) = 2.

Âîïðîñ 2: Âåðíî ëè, ÷òî N (x2+xy)(x+ y) <∞?

Åñëè îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ ïîëîæèòåëåí, òî íà âòîðîé � îòðèöàòå-
ëåí. Äåéñòâèòåëüíî, (x + y) � (x2 + xy). Åñëè N (x2+xy)(x + y) < ∞, òî
(x2 + xy) � (x + y), è ìû áû ïîëó÷èëè, ÷òî (x + y) ∼ (x2 + xy), à ýòî
íå âåðíî. Ìîæíî ïðåäëîæòü ýêñòðåìàëüíóþ ìîäèôèêàöèþ âîïðîñà � 2.
Êàê ïîêàçàë À.Îñòðîâñêèé [3], îáîáùåííàÿ ζ-ôóíêöèÿ Ðèìàíà

ζ(x, y) =
∞∑
n=1

xn

ny

íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêîé ôóíêöèåé è, ñîîòâåòñòâåí-
íî, N (x+y)(ζ(x, y)) =∞.

Âîïðîñ: Âåðíî ëè, ÷òî N ζ(x,y)(x+ y) =∞?

Ê ñ÷àñòüþ, íà ýòîò âîïðîñ ìîæíî îòâåòèòü ñðàçó. Ýòî âåðíî. Ò.å.
áåñêîíå÷íàÿ ñëîæíîñòü, â ýòîé ñèòóàöèè, ÿâëÿåòñÿ âçàèìíîé.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü (x+y) ∈ Clζ è N ζ(x+y) = n. Ïîñêîëüêó óñëîâèå
z(x, y) ∈ Clζn èìååò âèä ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ ïîëèíîìîâ îò z è ζ,
òî ïîäñòâàëÿÿ z = x + y ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíóþ àëãåáðàè÷íîñòü
ζ(x, y). Ïðîòèâîðå÷èå.

Äëÿ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ âûøå ìû âûïèñàëè äâà äèôôåðåí-
öèàëüíûõ èíâàðèàíòà 4-ñòðóè (J+, J−) è äâà îïåðàòîðà èíâàðèàíòíîãî
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äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (Dx, Dy), êîòîðûå ïîðîæäàþò íàáîð èíâàðèàíòîâ â
ñòðóÿõ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.

Âîïðîñ 3: Âåðíî ëè, ÷òî ñèñòåìà èíâàðèàíòîâ

Jk(z) = {Dp
xD

q
yJ+(z), p+ q ≤ k − 4, Dp

xJ−(z), p ≤ k − 4}

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî ïîëíîé ñèñòåìîé èíâàðèàíòîâ k-ñòðóè?

Äëÿ k ≤ 5 ýòî áûëî ïîêàçàíî âûøå.

Âñå êëàññû ñëîæíîñòè èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ G. Ïîýòî-
ìó, ïðè ïîëîæèòåëüíîì îòâåòå íà âîïðîñ 3, äèôôåðåíöèàëüíûå ñîîòíî-
øåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå êëàññû ñëîæíîñòè � ýòî ïîëèíîìèàëüíûå ñîîòíî-
øåíèÿ îò ïåðåìåííûõ J(z) è J(ϕ) (ϕ � áàçîâàÿ ôóíêöèÿ). À åñëè áàçîâàÿ
ôóíêöèÿ ýòî (x+ y), òî òîëüêî îò J(z). Èçâåñòíî, ÷òî â 11-ñòðóå èìååòñÿ

òðè ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ôóíêöèè èç Cl
(x+y)
2 .

Çàäà÷à 4: Íàéòè ýòè òðè ïîëèíîìà îò 44 ïåðåìåííûõ

J11(z) = {Dp
xD

q
yJ+(z), ãäå p+ q ≤ 7 è Dp

xJ−, ãäå p ≤ 7},

îïðåäåëÿþùèå âòîðîé êëàññ Clx+y2 .

Îòìåòèì, â ñâÿçè ñ ýòèì âîïðîñîì, ÷òî â [6] áûë îïèñàí àëãîðèòì
ïîñòðîåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî ïîëèíîìà, îáðàùàþùåãîñÿ â íîëü íà
ôóíêöèÿõ âòîðîãî êëàññà.
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