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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå îïèñàíû íåêîòîðûå ñåìåéñòâà ôóíêöèé äâóõ ïåðå-

ìåííûõ àíàëèòè÷åñêîé ñëîæíîñòè åäèíèöà, îáëàäàþùèå íåêîòî-

ðûìè ðåäêèìè ñâîéñòâàìè. Âî-ïåðâûõ, êëàññèôèöèðîâàíû ëèíåé-

íûå óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè,ò.÷. âñå èõ àíàëè-

òè÷åñêèå ðåøåíèÿ èìåþò ñëîæíîñòü íå âûøå åäèíèöû (òåîðåìà 2).

Âî-âòîðûõ, êëàññèôèöèðîâàíû ïàðû àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, òà-

êèõ ÷òî ëþáàÿ èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ èìååò ñëîæíîñòü íå âûøå

åäèíèöû (òåîðåìà 5). Â-òðåòüèõ, äàíî ÿâíîå îïèñàíèå ôóíêöèé,

ò.÷. èõ îðáèòû ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû O(2) ñîñòîÿò èç ôóíêöèé,

ñëîæíîñòè íå âûøå åäèíèöû (òåîðåìà 7).
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1.Ââåäåíèå

Ñëîæíîñòü àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ èçó÷à-
ëàñü â ðàáîòàõ [1], [2], [3], [4], [5]. Â ðàáîòå [3] áûë ïðåäëîæåí ñïîñîá èç-
ìåðåíèÿ ñëîæíîñòè àíàëèòè÷åñêèõ, âîçìîæíî ìíîãîçíà÷íûõ, ôóíêöèé
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äâóõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ ëþáîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè z(x, y) îïðåäåëå-
íà åå àíàëèòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü N(z). Ýòà âåëè÷èíà, ìîæåò ïðèíèìàòü
çíà÷åíèÿ (0, 1, 2, . . . ,∞). Ïðè ýòîì ñëîæíîñòü íîëü èìåþò ôóíêöèè, çà-
âèñÿùèå ëèøü îò îäíîãî ïåðåìåííîãî - a(x) èëè b(y). Ñëîæíîñòü îäèí
èìåþò ôóíêöèè , çàâèñÿùèå îò îáåèõ ïåðåìåííûõ, åñëè ïðè ýòîì èìå-
åòñÿ ëîêàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå âèäà z(x, y) = c(a(x) + b(y)), ãäå (a, b, c) -
àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî. Ôóíêöèè ñëîæíîñòè äâà -
ýòî ôóíêöèè, ÷üÿ ñëîæíîñòü íå ðàâíà íóëþ èëè åäèíèöå è èìåþùèå ïðåä-
ñòàâëåíèå z(x, y) = C(A1(x, y) + B1(x, y)), ãäå A1 è B1 èìåþò ñëîæíîñòü
íå âûøå åäèíèöû. È òàê äàëåå. Åñëè æå íåêàÿ ôóíêöèÿ z íå ïîïàëà íè
â îäèí èç êëàññîâ Cln, òî ìû ïîëàãàåì N(z) =∞. Óñëîâèå N(z) ≤ 1 ðàâ-
íîñèëüíî òîìó, ÷òî ðîñòîê, ëîêàëüíî ïðåäñòàâëÿþùèé z, óäîâëåòâîðÿåò
äèôôåðåíöèàëüíîìó ñîîòíîøåíèþ

δ(z) = z′xz
′
y(z
′′′
xxyz

′′
y − z′′′xyyz′x) + z′′xy((z

′
x)

2z′′yy − (z′y)
2z′′xx) = 0 (1)

Äèôôåðåíöèàëüíûé ïîëèíîì δ(z) - ýòî ÷èñëèòåëü ðàöèîíàëüíî-äèôôåðåí-
öèàëüíîãî âûðàæåíèÿ (ln(z′y/z

′
x))
′′
xy.

2. Ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè

Ðàññìîòðèì ïàðó ôóíêöèé (z1 = eax+by, z2 = epx+qy). Åñëè ab = pq =
0, òî max(N(z1), N(z2)) = 0. Ïóñòü ýòî íå òàê, òîãäà max(N(z1), N(z2)) =
1. Ïðè êàêîì óñëîâèè íà íàáîð ïàðàìåòðîâ (a, b, p, q) ñëîæíîñòü ëþáîé
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè z1 è z2 íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû? Âîò îòâåò.

Ëåììà 1:Ïóñòü (ab, pq) 6= 0. Cëîæíîñòü ëþáîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
z1 è z2 íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû â òðåõ ñëó÷àÿõ:
(1) p = a, (2) q = b, (3) aq = bp.
Äîêàçàòåëüñòâî: Çàïèøåì óñëîâèå (1) äëÿ z = t1z1 + t2z2, ïîëó÷èì

(b− q) (a− p) (qa− bp)
((

eax+by
)2
abt2

2 −
(
epx+qy

)2
pqt1

2
)
eax+byepx+qy t1 t2 = 0,

îòêóäà è ñëåäóåò íàøå óòâåðæäåíèå.

Èç ïîëó÷åííîé ëåììû ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîïûòíîå ñëåäñòâèå. Ïóñòü
èìååòñÿ îäíî îäíîðîäíîå ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ïî-
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ñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè P (D)(z(x, y)) = 0 è L - ñîâîêóïíîñòü åãî
àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé. Áóäåì ïîíèìàòü ñëîæíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðå-
øåíèé N(L), êàê ìàêñèìóì (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé) ñëîæíîñòåé
àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Òåîðåìà 2: Åñëè N(L)≤ 1, òî óðàâíåíèå P (D)(z(x, y)) = 0 - ýòî óðàâ-
íåíèå îäíîãî èç ÷åòûðåõ òèïîâ:
(1) z′x − Az = 0, ðåøåíèÿ z = eAx b(y),
(2) z′y −Bz = 0, ðåøåíèÿ z = eBy a(x),
(3) kz′x + lz′y = 0, ðåøåíèÿ z = c(lx− ky),
(4) z′′xy = 0, ðåøåíèÿ z = a(x) + b(y).
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü χ = {P (λ1, λ2) = 0} - õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ìíî-
ãîîáðàçèå óðàâíåíèÿ è ïóñòü (z1 = eax+by, z2 = epx+qy) äâà åãî ðåøå-
íèÿ, ò.å. (a, b) è (p, q) ∈ χ. Òåïåðü èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî χ ñîäåð-
æèòñÿ ëèáî â âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé (ñëó÷àé (1)), ëèáî â ãîðèçîíòàëü-
íîé (ñëó÷àé (2)), ëèáî â ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.
Åñòü åùå îäèí ñëó÷àé. Îí íå ôèãóðèðóåò â ëåììå 1, ò.ê. åìó ñîîòâåò-
ñòóþò äâå ôóíêöèè ñëîæíîñòè íîëü. Ýòî - êîîðäèíàòíûé êðåñò - ñëó-
÷àé, êîãäà îäíà èç êîîðäèíàò ðàâíà íóëþ (ñëó÷àé (4)). Ñëó÷àé (1) - ýòî
P (λ1, λ2) = (λ1 − A)n1 , cëó÷àé (2) - ýòî P (λ1, λ2) = (λ2 − B)n2 , cëó÷àé
(3) - ýòî P (λ1, λ2) = (kλ1 + lλ2)

n3 , cëó÷àé (4) - ýòî P (λ1, λ2) = (λ1λ2)
n4 .

Âî âñåõ ÷åòûðåõ ñëó÷àÿõ óðàâíåíèå íå òðóäíî ïðîèíòåãðèðîâàòü è óáå-
äèòüñÿ, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ N(L)≤ 1 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî
âûïîëíåíèå óñëîâèé n1 = n2 = n3 = n4 = 1.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, åñëè êðàòíîñòè (n1, n2, n3, n4) ïðîèçâîëüíû,
òî ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé èìåþò êîíå÷íóþ ñëîæ-
íîñòü, õîòÿ è áîëüøóþ åäèíèöû.

3. L-ïàðû

Åñëè ó íàñ èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé, òî ýòà ñîâîêóï-
íîñòü îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè îíà çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòû (êîìïëåêñíûå ÷èñëà). Óìíîæåíèå
ôóíêöèè íà íåíóëåâóþ êîíñòàíòó åå ñëîæíîñòè íå ìåíÿåò N(λz(x, y)) =
N(z(x, y)). Ò.å. êàæäàÿ íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ ñëîæíîñòè îäèí ïîðîæäà-
åò îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùååñÿ â Cl1. ×òî æå êàñàåòñÿ ñëî-
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æåíèÿ, òî èç ïðèâåäåííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî åñëè
N(z1(x, y)) è N(z2(x, y)) íå âûøå n, òî N(z1(x, y) + z2(x, y)) ≤ (n + 1).
È ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèè â "îáùåì ïîëîæåíèè"ýòî íåðà-
âåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Âîò ïðèìåð: N(xy) = 1, N(x2) =
0, N(xy + x2) = 2. Îäíàêî âñòðå÷àþòñÿ èñêëþ÷åíèÿ. N(xy) = 1, N(x +
y) = 1, íî N((xy)+(x+y)) = 1. Áîëåå òîãî, ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
t1(xy) + t2(x+ y) òîæå èìååò ñëîæíîñòü íå âûøå åäèíèöû.

Îïðåäåëåíèå: Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïàðà ôóíêöèé z1(x, y) è z2(x, y)
ÿâëÿåòñÿ L-ïàðîé ñëîæíîñòè n, åñëè ñëîæíîñòü ëþáîé èõ ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèè íå ïðåâîñõîäèò ìàêñèìóìà èç ñëîæíîñòåé êàæîé èç íèõ, ò.å.

N(t1(z1(x, y) + t2z2(x, y)) ≤ max(N(z1), N(z2)) = n.

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòî äâå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè ñ îá-
ùåé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ (ò.å. åñòü òî÷êà, ãäå îïðåäåëåíû ðîñòêè îáåèõ
ôóíêöèé). Ëåììà 1 ýòî òåïåðü êëàññèôèêàöèÿ L-ïàð ñïåöèàëüíîãî âèäà.
Ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî î÷åâèäíûõ óòâåðæäåíèé.

Óòâåðæäåíèå 3: z1 è z2 ÿâëÿþòñÿ L-ïàðîé ñëîæíîñòè íîëü, òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè çàâèñÿò îò îäíîãî è òîãî æå ïåðåìåííîãî.

Óòâåðæäåíèå 4: Ñâîéñòâî (z1, z2) áûòü L-ïàðîé íå ìåíÿåòñÿ
(1) ïîä äåéñòâèåì ïñåâäîãðóïïû çàìåí êîîðäèíàò (x, y) âèäà

{(x→ p(x), y → q(y)), }

(2) ïîä äåéñòâèåì çàìåíû âèäà (x→ y, y → x)},
(3) ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè (z1, z2).

Ïñåâäîãðóïïó, ïîðîæäåííóþ ïðåîáðàçîâàíèÿìè (1), (2) è (3) áóäåì
îáîçíà÷àòü G. Îïèñàíèå L-ïàð åñòåñòâåííî äàâàòü ñ òî÷íîñòüþ äî äåé-
ñòâèÿ G.

Âåðíåìñÿ ê ëåììå 1. Óñëîâèå, èç êîòîðîãî îíà ñëåäóåò, ìîæíî îñëà-
áèòü. Äîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñëîæíîñòü íå âûøå ÷åì îäèí èìååò
òîëüêî ñóììà z1 + z2, à íå ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,
çàïèñûâàÿ óñëîâèå (1) äëÿ z = z1 + z2, ïîëó÷èì

(b− q) (a− p) (qa− bp)
((

eax+by
)2
ab−

(
epx+qy

)2
pq
)
eax+byepx+qy = 0,
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îòêóäà ïîëó÷àåì àáñîëþòíî òî æå ñàìîå óòâåðæäåíèå. Èìåÿ ââèäó ýòî
ðàçëè÷èå, ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü íàøå îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå: Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïàðà ôóíêöèé z1(x, y) è z2(x, y)
ÿâëÿåòñÿ ïàðîé ñëîæíîñòè n, åñëèN(z1(x, y)+z2(x, y)) ≤ max(N(z1), N(z2)) =
n.

Òåïåðü ëåììó 1 ìîæíî óñèëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

Ëåììà 1': Ïóñòü (ab, pq) 6= 0. Ïàðà (z1 = eax+by, z2 = epx+qy) ÿâëÿåòñÿ
ïàðîé ñëîæíîñòè îäèí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååò ìåñòî õîòÿ áû
îäíî èç ñîîòíîøåíèé (1) p = a, (2) q = b, (3) aq = bp.

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ ïðîèçâîëüíîé L-ïàðû. Îïèñàíèå áóäåò äàíî
â âèäå ñïèñêà ñëó÷àåâ, êîòîðûå ìû áóäåì âûäåëÿòü è îáîçíà÷àòü ïî õîäó
èçëîæåíèÿ.

Ïóñòü èìååòñÿ äâå ôóíêöèè, ÷üÿ ñëîæíîñòü íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû
ò.å. z1 = c1(a1(x)+b1(y)), z2 = c2(a2(x)+b2(y)). Ïðè÷åìmax(N(z1), N(z2)) =
1, ò.å. õîòÿ áû îäíà èç ôóíêöèé èìååò ñëîæíîñòü îäèí, ïóñòü âòîðàÿ, ò.å.
a2, b2 è r - íå ïîñòîÿííû è ëîêàëüíî îáðàòèìû â îáùåé òî÷êå. Çàìåíèì
x íà a−12 (x) è y íà b−12 (y). Íàøå óñëîâèå ïðèìåò âèä

c(a(x) + b(y)) + t · r(x+ y) ∈ Cl1 ∀t, r′ 6= 0. (2)

Ïóñòü ïåðâîå ñëàãàåìîå èìååò ñëîæíîñòü íîëü. Îáîçíà÷åíèå: ñëó÷àé
(01). Â ýòîì ñëó÷àå ïåðâîå ñëàãàåìîå - ýòî ôóíêöèÿ îäíîãî ïåðåìåí-
íîãî, ïóñòü a(x). Çàïèøåì óñëîâèå (1) äëÿ a(x) + t · r(x + y). Ïîëó÷èì
äâà ñîîòíîøåíèÿ (êîýôôèöèåíòû ïðè t è ïðè t2, èíäåêñíûå îáîçíà÷åíèÿ
äëÿ ïðîèçâîäíûõ).

a1r1r3 = 2 a1r2
2 − a2r1r2
r1r3 = r2

2

Åñëè r2 = 0, ò.å. r(x + y) = k · (x + y) + l, òî â êà÷åñòâå a(x) ãîäèòñÿ
ëþáàÿ ôóíêöèÿ. Ýòî âàðèàíò (01.1). Ýòó ïàðó ìîæíî çàïèñàòü òàê
(a(x), (x+ y)).
Åñëè r2 íå íîëü, òî, ðåøàÿ âòîðîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ïîëó-
÷àåì r(t) = ρ · emt+ ρ̃. Èç ïåðâîãî òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî a(x) = α · emt+ α̃.
Ïîñëå óïðîùåíèÿ ïàðà ïðèíèìàåò âèä (kx, xy). Ýòîâàðèàíò (01.2).
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé (11), êîãäà îáà ñëàãàåìûõ èìåþò ñëîæ-
íîñòü îäèí, ò.å. (a′, b′, c′, r′) - ôóíêöèè íå ðàâíûå íóëþ òîæäåñòâåííî.
Çàïèñûâàÿ äëÿ c(a(x) + b(y)) + t · r(x+ y) óñëîâèå (1), ïîëó÷èì âûðàæå-
íèå, êîòîðîå ïîëèíîìèàëüíî çàâèñèò îò t. Òîæäåñòâåííîå îáðàùåíèå åãî
â íîëü ðàâíîñèëüíî îáðàùåíèþ â íîëü êîýôôèöèåíòîâ ïðè âñåõ ñòåïåíÿõ
t (ïðè 1-é, 2-é è 3-é), à èìåííî

a1
2b1c3r1

2 − a1b12c3r12 − a12c2r1r2 − a1b2c2r12 + a2b1c2r1
2 +

b1
2c2r1r2 − a1c1r1r3 + 2 a1c1r2

2 − a2c1r1r2 + b1c1r1r3 −
2 b1c1r2

2 + b2c1r1r2 = 0

a1
3b1c1c3r1

2 − a13b1c22r12 − a1b13c1c3r12 + a1b1
3c2

2r1
2 −

2 a1
2b2c1c2r1

2 + 2 a2b1
2c1c2r1

2 − a12c12r1r3 + a1
2c1

2r2
2 +

2 a1b2c1
2r1r2 − 2 a2b1c1

2r1r2 + b1
2c1

2r1r3 − b12c12r22 = 0

a1
3b1

2c1c3r1 − 2 a1
3b1

2c2
2r1 − a12b13c1c3r1 + 2 a1

2b1
3c2

2r1 + (3)

a1
3b1c1c2r2 − a13b2c1c2r1 − a1b13c1c2r2 + a2b1

3c1c2r1 −
a1

2b1c1
2r3 + a1

2b2c1
2r2 + a1b1

2c1
2r3 − a2b12c12r2 = 0

Èñêëþ÷àÿ c3 èç ïåðâîãî è âòîðîãî, à òàêæå èç ïåðâîãî è òðåòüåãî ñîîò-
íîøåíèé, ïîëó÷àåì óñëîâèÿ îáðàùåíèÿ â íóëü äâóõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì
îò (c1, c2) ñ îáùèì ìíîæèòåëåì a1b1r1 (a1 − b1)2, êîòîðûé â íàøåì ñëó÷àå
ìîæåò áûòü ðàâåí íóëþ òîæäåñòâåííî òîëüêî åñëè a1 − b1 = 0 - (ñëó-
÷àé (11.1)). Ïàðà èìååò âèä (c(x + y), r(x + y)). Äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî
a1 − b1 6= 0.

Ïîñëå äåëåíèÿ íà íåíóëåâîé ìíîæèòåëü óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè ïîëó-
÷àþò âèä

a1
2b1c2

2r1
2 + a1b1

2c2
2r1

2 − a12c1c2r1r2 − 2 a1b1c1c2r1r2 + a1b2c1c2r1
2 + (4)

a2b1c1c2r1
2 − b12c1c2r1r2 + a1c1

2r2
2 − a2c12r1r2 + b1c1

2r2
2 − b2c12r1r2 = 0

2a1
2b1

2c2
2r1

2 − 2a1
2b1c1c2r1r2 + a1

2b2c1c2r1
2 − 2a1b1

2c1c2r1r2 +

a22b1
2c1c2r1

2 + 4a1b1c1
2r2

2 − 2a1b2c1
2r1r2 − 2a2b1c1

2r1r2 = 0

Èñêëþ÷àÿ èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé c2/c1, ïîëó÷àåì

(a1 − b1)3 a1b1r16a2b2r2
(
a1

2b1r2 − a12b2r1 − a1b12r2 + a2b1
2r1
)
= 0 (5)

Îáðàùåíèå â íîëü ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ è ðàçíîñòè a1− b1 íåâîçìîæíî â
ñèëó íàøèõ ïðåäïîëîæåíèé.
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Ðàññìîòðèì èìåþùèåñÿ âîçìîæíîñòè ïî îòäåëüíîñòè.

Ñëó÷àé (11.2), îäíà èç âíóòðåííèõ ôóíêöèé a èëè b - ëèíåéíà, ïóñòü
b, ò.å. b(y) = k · y+ l, ãäå k 6= 0. Çàìåíèì k · y+ l íà y è k ·x− l íà x, òîãäà
r(t) òðàíñôîðìèðóåòñÿ â r(t/k). Çàïèñûâàÿ äëÿ c(a(x) + y) + t · r(x + y)
óñëîâèå (1), ïîëó÷èì

a1
3c1c2r2 + a1

3c1c3r1 − 2 a1
3c2

2r1 − a12c12r3 − a12c1c3r1 +
2 a1

2c2
2r1 + a1c1

2r3 − a1c1c2r2 − a2c12r2 + a2c1c2r1 = 0

a1
3c1c3r1

2 − a13c22r12 − a12c12r1r3 + a1
2c1

2r2
2 − a1c1c3r12 +

a1c2
2r1

2 − 2 a2c1
2r1r2 + 2 a2c1c2r1

2 + c1
2r1r3 − c12r22 = 0

−a12c2r1r2 + a1
2c3r1

2 − a1c1r1r3 + 2 a1c1r2
2 − a1c3r12 −

a2c1r1r2 + a2c2r1
2 + c1r1r3 − 2 c1r2

2 + c2r1r2 = 0

Âûðàæàÿ c3 èç êàæäîãî èç òðåõ ñîîòíîøåíèé ìû ïîëó÷àåì òðè äðîáè ñî
çíàìåíàòåëÿìè

a1
2c1r1 (a1 − 1) , a1c1r1

2
(
a1

2 − 1
)
, a1r1

2 (a1 − 1) .

Åñòü äâå âîçìîæíîñòè îáðàùåíèÿ îäíîãî èç çíàìåíàòåëåé â íîëü: a1 =
1 è a1 = −1.Íî ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî a1 6= b1, òî ïåðâàÿ
âîçìîæíîñòü îòïàäàåò. Îñòàåòñÿ a1 = −1, a(x) = −x + α, ñîîòíîøåíèå
(1) äàåò

−c12r3 − c1c3r1 + 2 c2
2r1 = 0

c1r1r3 − 2 c1r2
2 + c3r1

2 = 0

Ôóíêöèè c è r ýòî ôóíêöèè äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ (x−y è x+y).
Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, è ðåøàÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàíåíèÿ, ïîëó÷àåì
Ñëó÷àé (11.2.1) - c(−x+ y) = γem(−x+y) + γ̃, r(x+ y) = ρe±m(x+y) + ρ̃.
Ïàðà èìååò âèä (y/x, xy).

Åñëè a1 6= ±1, èç òðåõ ñîîòíîøåíèé (5), ìîæíî èñêëþ÷èòü c3, ïîëó-
÷àåì äâå ðàñïàäàþùèåñÿ êâàäðàòè÷íûå ôîðìû îò (c1, c2)

(c2r1 − c1r2)
(
c2a1

3r1 + c2a1
2r1 − c1a12r2 − c1a1r2 + a2r1

)
= 0

(c2r1 − c1r2)
(
2 c2a1

2r1 − 2 c1a1r2 + c1a2r1
)
= 0
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ñ îáùèì ìíîæèòåëåì (c2r1 − r2c1). Åñëè ýòîò ìíîæèòåëü ðàâåí íóëþ
(ñëó÷àé (11.2.2)), òî ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå è ó÷òûâàÿ, ÷òî ÿêîáèàí çà-
ìåíû (t = a(x) + y, s = x + y) íå ðàâåí íóëþ,ïîëó÷àåì, ÷òî îáå ëîãà-
ðèôìè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå ðàâíû îäíîé êîíñòàíòå m. Îòêóäà ïîëó÷àåì
z1 = γem(a(x)+y) + γ̃, z2 = ρem(x+y) + ρ̃ . Ïàðà èìååò âèä (a(x)y, xy).
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (ñëó÷àé (11.2.3)), ñîêðàùàÿ íà íà îáùèé ìíîæè-
òåëü è èñêëþ÷àÿ èç äâóõ ëèíåéíûõ ôîðì c2/c1, ïîëó÷àåì a1

2a2r1
2 (a1 − 1) =

0. Îáðàùåíèå â íîëü âîçìîæíî òîëüêî ïðè a2 = 0, ïðè ýòîì a1 ýòî
êîíñòàíòà A. Òîãäà ïîëó÷àåì Ac2/c1 = r2/r1, îòêóäà z1 = c(Ax + y) =
γe

m
A
(Ax+y), z2 = r(x + y) = ρem(x+y). Ïàðó ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

(xky, xy)
Òàêèì îáðàçîì ñëó÷àè (11.2.1) è (11.2.3) ïîãëîùàþòñÿ ñëó÷àåì (11.2.2).
Èòàê, â ñëó÷àå (11.2) ïàðà èìååò âèä (a(x)y, xy).

Ñëó÷àé (11.3) r2 = 0, ò.å. r(x+ y) = ρ(x+ y) + ρ̃, ãäå ρ 6= 0. Çàìåíîé
(x → ρx + ρ̃, y → ρy) äåëàåì r(x + y) = x + y. Çàïèñûâàÿ (1) äëÿ
c(a(x) + b(y)) + (x+ y), ïîëó÷àåì

a1
3b1

2c1c3 − 2 a1
3b1

2c2
2 − a12b13c1c3 + 2 a1

2b1
3c2

2 − a13b2c1c2 + a2b1
3c1c2 = 0

a1
3b1c1c3 − a13b1c22 − a1b13c1c3 + a1b1

3c2
2 − 2 a1

2b2c1c2 + 2 a2b1
2c1c2 = 0

a1
2b1c3 − a1b12c3 − a1b2c2 + a2b1c2 = 0

Èñêëþ÷àÿ c3 è îòíîøåíèå c2/c1, ïîëó÷àåì

(a1 − b1)
(
a1

2b2 − a2b12
)
= 0

Îáðàùåíèå â íîëü ìîæåò äàòü òîëüêî âòîðîé ìíîæèòåëü. Ðàçäåëÿÿ â
ýòîì ñîîòíîøåíèè ïåðåìåííûå ïîëó÷àåì, ÷òî a2/a

2
1 = b2/b

2
1 - ýòî ïîñòî-

ÿííàÿ −m. Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî

a(x) + b(y) =
1

m
(ln(mx+ α) + ln(my + β) + ln(n))

Òîãäà äëÿ c(t) ïîëó÷àåì òðè óðàâíåíèÿ

c3 = mc22, c3c1 = c22, mc1c2 + c1c3 − 2c22 = 0

Îòêóäà ïîëó÷àåì c(t) = γemt+γ̃. Â ðåçóëüòàòå ïàðà ïîëó÷àåò âèä (xy, x+
y).

Ñëó÷àé (11.4)

a1
2b1r2 − a12b2r1 − a1b12r2 + a2b1

2r1 = 0 (6)
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Âûðàçèì îòñþäà r2/r1
r2
r1

=
a1

2b2 − a2b12

a1b1 (a1 − b1)
(7)

(çíàìåíàòåëü íå åñòü òîæäåñòâåííûé íîëü) è çàïèøåì äëÿ ýòîé äðîáè
óñëîâèå, ÷òî ýòî ôóíêöèÿ îò (x + y) (ðàâåíñòâî ïðîèçâîäíûõ ïî x è y,
ïîëó÷àåì

−a14b1b3 + a1
4b2

2 + a1
3b1

2b3 − 2 a1
3b1b2

2 −
a1

2a3b1
3 + 2 a1a2

2b1
3 + a1a3b1

4 − a22b14 = 0 (8)

2

−A4B

(
d

dB
G (B)

)
G (B) + A4 (G (B))2 + A3B2

(
d

dB
G (B)

)
G (B)−

2A3B (G (B))2 − A2

(
d

dA
F (A)

)
F (A)B3 + 2A (F (A))2B3 +

A

(
d

dA
F (A)

)
F (A)B4 − (F (A))2B4 = 0,

êîòîðîå ïîñëå ïîäñòàíîâêè f(A) =
√
F (A), g(B) =

√
G(B) ñòàíîâèòñÿ

ëèíåéíûì

−A4B
d

dB
g (B) + 2A4g (B) + A3B2 d

dB
g (B)− 4A3Bg (B)−

A2B3 d

dA
f (A) + 4Af (A)B3 + AB4 d

dA
f (A)− 2 f (A)B4 = 0

Âûðàæàåì îòñþäà d
dB
g è ïèøåì óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè îò A, ïîëó-

÷àåì

−A4B2 d2

dA2
f (A) + 2A3B3 d2

dA2
f (A)−

A2B4 d2

dA2
f (A) + 6A3B2 d

dA
f (A)− 10A2B3 d

dA
f (A) +

4AB4 d

dA
f (A) + 2A4g (B)− 12A2B2f (A) + 16Af (A)B3 − 6 f (A)B4 = 0

Âûðàæàåì g(B) è ïèøåì ócëîâèå íåçàâèñèìîñòè îò A, ïîëó÷àåì

A3 d3

dA3
f (A)− 6A2 d2

dA2
f (A) + 18A

d

dA
f (A)− 24 f (A) = 0
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Èùåì ðåøåíèÿ âèäà f(A) = Am, ïîëó÷àåì

m(m− 1)(m− 2)− 6m(m− 1) + 18m− 24 = (m− 2)(m− 3)(m− 4)

Òàêèì îáðàçîì îáùåå ðåøåíèå (9) èìååò âèä f(A) = l1A
4 +m1A

3 +n1A
2.

Èñêëþ÷àÿ èç (9) f(A), ìû òàêèì æå îáðàçîì ïîëó÷èì, ÷òî g(B) = l2B
4+

m2B
3 + n2B

2. Ïîäñòàâëÿÿ â (9) f(A) è g(B), ïîëó÷àåì, ÷òî l1 = l2, m1 =
m2, n1 = n2. Èòàê, f(A) = lA4 +mA3 + nA2, g(B) = lB4 +mB3 + nB2.
Ïîëó÷àåì, ÷òî α(x) = a′(x) è β(y) = b′(y) óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó è òîìó
æå îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ
ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

dα

dx
=
√
lα4 +mα3 + nα2,

dβ

dy
=
√
lβ4 +mβ3 + nβ2 (9)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè a è b - íå ëèíåéíû, òî ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
âñå òðè êîíñòàíòû (l,m, n) íå ìîãóò îáðàùàòüñÿ â íîëü îäíîâðåìåííî.
Ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè l = n = 0, à m 6= 0 (ñëó÷àé (11.4.1)), òî∫ dt

t
√
mt

=
−2√
t
.

Òîãäà

a′(x) = α(x) =
4

m(x+ C)2
, a(x) = − 4

m(x+ C)
+C̃ , a′′(x) =

−8
m(x+ C)3

Àíàëîãè÷íî

b′(x) = β(x) =
4

m(y +D)2
, b(y) = − 4

m(y +D)
+ D̃ , b′′(y) =

−8
m(y +D)3

Òåïåðü, âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì (7), ïîëó÷àåì ÷òî

r2
r1

=
a21b2 − a2b21
a1b1(a1 − b1)

îòêóäà, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîëó÷àåì, ÷òî r(t) = − ρ
t+C+D

. Âûðàæàÿ èç ëþáî-
ãî èç ñîîòíîøåíèé (4) ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ c2/c1 è ïîäñòàâëÿÿ
â íåãî ïîëó÷åííîå ðàíåå âûðàæåíèå äëÿ (r2/r1), ïîëó÷àåì

c2
c1

=
a1b2 − a2b1
a1b1(a1 − b1)
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Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî

c(a(x) + b(y)) =
1

1
x+C

+ 1
y+D

Ïîñëå íåáîëüøîãî óïðîùåíèÿ ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ L-ïàðó

(z1 =
xy

x+ y
, z2 =

1

x+ y
).

Åñëè æå l èëè n îòëè÷íû îò íóëÿ (ñëó÷àé (11.4.2)), òî

∫ dt

t
√
lt2 +mt+ n

=
−2√
lt2 + n

arctgh


√
lt2 +mt+ n√

lt2 + n

,
Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì a′(x) = α(x) è b′(y) = β(y) â ðåçóëüòàòå îá-
ðàùåíèÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ, à ñàìè ôóíêöèè a(x) è b(y) â ðåçóëüòàòå åùå
îäíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Äàëåå, êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, èç ñîîòíî-
øåíèÿ (7) ïîëó÷àåì r(t), à çàòåì èç ëþáîãî èç ñîîòíîøåíèé (4) ïîëó÷àåì
c(t).

Â ðåçóëüòàòå íàìè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 5: Ïóñòü z1(x, y) è z2(x, y) - L-ïàðà ñëîæíîñòè îäèí, òîãäà
ñ òî÷íîñòüþ äî äåéñòâèÿ ïñåâäîãðóïïû G ýòà ïàðà ôóíêöèé èìååò âèä
Â ñëó÷àå N(z1) = 0, N(z2) = 1
(01.1) z1 = a(x), z2 = x+ y, a - ïðîèçâîëüíà,
(01.2) z1 = x, z2 = xy,
Â ñëó÷àå N(z1) = N(z2) = 1
(11.1) z1 = c(x+ y), z2 = r(x+ y), ãäå c è r - ïðîèçâîëüíû,
(11.2) z1 = a(x)y, z2 = xy, a - ïðîèçâîëüíà,
(11.3) z1 = xy, z2 = x+ y,
(11.4.1) z1 =

xy
x+y

, z2 =
1

x+y
,

(11.4.2) Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èòü ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ
z1 = c(a(x) + b(y)), z2 = r(x+ y) íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. ×åòûðå
ôóíêöèè (a, b, c, r), êîòîðûå îïðåäåëÿþò ïàðó ñòðîÿòñÿ, êàê îïèñàíî âû-
øå, è âûðàæàþòñÿ, òåì ñàìûì, â êâàäðàòóðàõ.
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Òî, ÷òî ïàðû ïðåäñòàâëåííûå â ñïèñêå, ÿâëÿþòñÿ L-ïàðàìè äîêàçàíî
âûøå. Ýòî ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âûïîë-
íåíî óðàâíåíèå ïåðâîãî êëàññà. Îäíàêî â ñëó÷àÿõ (01.1), (01.2), (11.1),
(11.2) ýòî âèäíî íåïîñðåäñòâåííî. Äëÿ (11.3) â ýòîì ìîæíî óáåäèòñÿ òàê.
Çàìåòèì, ÷òî z = xy+t(x+y) = (x+t)(y+t)−t2. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ýòî
ôóíêöèÿ ñëîæíîñòè åäèíèöà. Äëÿ ñëó÷àÿ (11.4.1) òðåáóåòñÿ áîëåå ñëîæ-
íîå ðàññóæäåíèå. Ìû õîòèì óáåäèòñÿ â òîì, ÷òî ïðè âñåõ t ôóíêöèÿ

z =
xy

x+ y
+ t

1

x+ y
=
t+ xy

x+ y

èìååò ñëîæíîñòü îäèí. Çàìåíèì t íà t2, ïîëó÷èì

z =
t2 + xy

x+ y
.

Çàìåíèì x íà tx , y íà ty ,z íà t/z , ïîëó÷èì

z =
x+ y

1 + xy
.

Çàìåíèì x íà th(x) , y íà th(y) ,z íà th(z) è âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé
ñëîæåíèÿ äëÿ ãèïåáîëè÷åñêîãî òàíãåíñà, à èìåííî

th(x+ y) =
th(x) + th(y)

1 + th(x) th(y)
,

â èòîãå ïîëó÷èì z = x + y. Ïîñêîëüêó âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ íå ìåíÿëè
ñëîæíîñòè, ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî ñëîæíîñòü èñõîäíîé ôóíêöèè åäèíèöà.

Äëÿ ïîñëåäíåãî ñëó÷àÿ (11.4.2) òàêîé ÿâíîé ïðîâåðêè àâòîð ïðåäëî-
æèòü íå ìîæåò. Îñòàåòñÿ âîïðîñ. Êàêèå çàãàäî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ñòîÿò
çà ïîëó÷åííûì óòâåðæäåíèåì â ýòîì, ñàìîì ñëîæíîì ñëó÷àå?

Ïàð ñëîæíîñòè îäèí, íåñîìíåííî, áîëüøå, ÷åì L-ïàð ñëîæíîñòè îäèí
(ñì.îïðåäåëåíèÿ âûøå). Ïîýòîìó îñòàåòñÿ îòêðûò åùå îäèí âîïðîñ - âî-
ïðîñ î ñòðîåíèè ïàð ñëîæíîñòè îäèí.

4. O(2)-ïðîñòîòà

Íà ïëîñêîñòè êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ (x, y) äåéñòâóåò êîìïëåêñíàÿ
ãðóïïà O(2), à èìåííî

gφ = ( x→ cos(φ)x− sin(φ)y, y → sin(φ)x+ cos(φ)y )
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Ýòî äåéñòâèå èíäóöèðóåò äåéñòâèå íà ôóíêöèè îò (x, y)

z(x, y)→ gφ(z)(x, y) = z(cos(φ)x− sin(φ)y, sin(φ)x+ cos(φ)y)

Âûðàæàÿ ñèíóñ è êîñèíóñ ÷åðåç òàíãåíñ ïîëîâèííîãî óãëà t = tg(φ/2),
ïîëó÷èì äðóãóþ ôîðìó çàïèñè ýòîãî äåéñòâèÿ

gt = (x → 1− t2

1 + t2
x− 2

t

t2 + 1
y, y → 1− t2

t2 + 1
y + 2

t

1 + t2
x)

Åñëè ôóíêöèÿ z(x, y) èìååò ñëîæíîñòü íå âûøå åäèíèöû, òî z(λx, λy)
òîæå. Ïîýòîìó ïðåîáðàçîâàíèÿ gt(x, y) ìîæíî çàìåíèòü íà ht(x, y) = (1+
t2) gt(x, y).

Åñëè N(z) ≤ n, òî N(gφ(z)) ≤ n + 1 è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ z è φ íåò
îñíîâàíèé ðàññ÷èòûâàòü íà òî, ÷òî N(gφ(z)) ≤ n. Ïóñòü íàïðèìåð, z =
xy, òîãäà N(z) = 1. Âû÷èñëÿÿ δ1(ht(z)), ïîëó÷àåì

4 t
(
x2 + y2

)
(t− 1) (t+ 1)

(
t2 + 2 t− 1

) (
t2 − 2 t− 1

) (
t2 + 1

)4
Òàêèì îáðàçîì N(ht(z)) = 1 òîëüêî äëÿ 9 çíà÷åíèé t, à èìåííî t =
0, ±1, ±i,±1±

√
2. Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé t ñëîæíîñòü îáðàçà xy

ðàâíà äâóì. Ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì èñêëþ÷èòåëüíûì çíà÷åíè-
ÿì, ýòî ôóíêöèè ïðîïîðöèîíàëüíûå

xy, x2 − y2, (x± iy)2

Îïðåäåëåíèå: Ãîâîðèì, ÷òî ôóíêöèÿ z(x, y)O(2)-ïðîñòà, åñëèN(gt(z)) ≤
1 äëÿ âñåõ t.

Ñâîéñòâîì O(2)-ïðîñòîòû îáëàäàþò, î÷åâèäíî, âñå ëèíåéíûå ôóíê-
öèè.

Íàøà öåëü - îïèñàòü âñå òàêèå ôóíêöèè. ßñíî, ÷òî ïðè ýòîì N(z) ≤ 1.
Åñëè N(z) ≤ 1, òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì, z = c(a(x) + b(y)).
Åñëè õîòÿ áû îäíà èç ôóíêöèé (a, b, c) - ïîñòîÿííà, òî N(z) = 0, ïðè
ýòîì z çàâèñèò ëèøü îò îäíîãî ïåðåìåííîãî, ëèáî âîâñå ïîñòîÿííà. Òàêàÿ
ôóíêöèÿ, î÷åâèäíî, îáëàäàåò ñâîéñòâîì O(2)-ïðîñòîòû. Â äàëüíåéøåì
ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òîN(z) = 1, ò.å. â ïðåäñòàâëåíèè z = c(a(x)+b(y)) âñå
òðè ôóíêöèè íåïîñòîÿííû. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ z(x, y) ÿâëÿåòñÿ
O(2)-ïðîñòîé, òî O(2)-ïðîñòîé ÿâëÿåòñÿ è ôóíêöèÿ f(z(x, y)) äëÿ ëþáîé
f . Èìååò ìåñòî
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Óòâåðæäåíèå 6:
(1) Ôóíêöèÿ z O(2)-ïðîñòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà δ(gt(z)) = 0 òîæ-
äåñòâåííî ïî (x, y, t).
(2) Ôóíêöèÿ c(a(x)+b(y)) O(2)-ïðîñòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà O(2)-
ïðîñòà a(x) + b(y)
(3) Ôóíêöèÿ z(x, y) O(2)-ïðîñòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàO(2)-ïðîñòà
z(y, x).

Ïóñòü ôóíêöèÿ a(x) + b(y) O(2)-ïðîñòà òîãäà, â ÷àñòíîñòè,

d

dt
δ(gt(a(x) + b(y)))|t=0 = 0, (10)

ò.å. â èíäåêñíûõ îáîçíà÷åíèÿõ äëÿ ïðîèçâîäíûõ

−a12a2b2 − a12b1b3 + a1
2b2

2 − a1a3b12 + a2
2b1

2 − a2b12b2 = 0

Ïîíèæàåì â ýòîì óðàâíåíèè ïîðÿäîê, ïîëàãàÿ a1 = a′(x) = A - íîâûì
íåçàâèñèìûì ïåðåìåííûì, a2 = a′′(x) = P (A) - íîâîé íåèçâåñòíîé ôóíê-
öèåé, ñîîòâåòñòâåííî a3 = P ′P , àíàëîãè÷íî b1 = b′(y) = B, b2 = b′′(y) =
Q(B), b3 = Q′Q, ïîëó÷àåì

−QA2P −BQ1QA
2 +Q2A2 −B2AP1P +B2P 2 −B2QP = 0 (11)

Äèôôåðåíöèðóÿ (11) ïî A, ïîëó÷àåì

−2QAP−QA2P1−2ABQ1Q+2Q2A+B2P1P−B2AP2P−B2AP 2
1−B2QP = 0

(12)
Ñîîòíîøåíèÿ (11) è (12) - ýòî ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
Q(B) è Q′(B) c îïðåäåëèòåëåì ðàâíûì

−B P A
(
A3P1 +B2AP1 − 2B2P

)
Ýòîò îïðåäåëèòåëü îáðàùàåòñÿ â òîæäåñòâåííûé íîëü òîëüêî â ñëó÷àå
P (A) = 0 (ñëó÷àé 1). Ðåøåíèå ñèñòåìû äëÿ Q(B) èìååò âèä

Q = −B
2(A2P2P + A2P 2

1 − 3APP1 + 2P 2)

A3P1 +B2AP1 − 2B2P

Çàïèñûâàÿ óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè Q îò A ïîëó÷àåì âûðàæåíèå
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−A3P3 PP1 + A3P2
2P − 2A3P2 P1

2 − AB2P3 PP1 +

AB2P2
2P − 2AB2P2 P1

2 + A2P2 PP1 + 4A2P1
3 +

2B2P3 P
2 + 3B2P2 PP1 + 2AP2 P

2 − 10APP1
2 + 6P 2P1 = 0 (13)

êîòîðîå ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ñîîòíîøåíèÿ: ñîáîäíûé îò B ÷ëåí è êîýô-
ôèöèåíò ïðè B2. Èñêëþ÷àåì èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé P ′′′(A), ïîëó÷àåì âû-
ðàæåíèå, êîòîðîå ðàñïàäàåòñÿ ìíîæèòåëè

P (AP1 − 2P )
(
AP2 P − 2AP1

2 + 3P1 P
) (
A2PP2 + A2P1

2 − 3APP1 + 2P 2
)
= 0

Ïîñêîëüêó ñëó÷àé P = 0 óæå çàôèêñèðîâàí (ñëó÷àé 1), íóìåðóåì îñòàëü-
íûå âîçìîæíîñòè.

(AP1 − 2P ) = 0 (ñëó÷àé 2),(
AP2 P − 2AP1

2 + 3P1 P
)
= 0 (ñëó÷àé 3),(

A2PP2 + A2P1
2 − 3APP1 + 2P 2

)
= 0 (ñëó÷àé 4)

Ðåøàÿ ïîëó÷åííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì

P (A) = 0 (ñëó÷àé 1),

P (A) = CA2 (ñëó÷àé 2),

P (A) =
A2

A2C1 + C2

(ñëó÷àé 3),

P (A) = A
√
C1 ln(A) + C2 (ñëó÷àé 4)

×òîáû íàéòè Q(B), ñîîòâåòñòâóþùèå P (A), ïîäñòàâëÿåì ïîëó÷åííûå
çíà÷åíèÿ â (12).
Äëÿ ñëó÷àÿ 1 ïîëó÷àåì P (A) = 0, Q(B) = CB.
Äëÿ ñëó÷àÿ 2 ïîëó÷àåì P (A) = CA2, Q(B) = −CB2.
Äëÿ ñëó÷àÿ 3, ïîäñòàâëÿÿ P (A) = A2/(cA2 + d) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå,

−A6BQQ1 c
3 + A6Q2c3 − 3A4BQQ1 c

2d− A6Qc2 − A4B2Qc2 + 3A4Q2c2d−
3A2BQQ1 cd

2 +B2A4c− 2A4Qcd− 2A2B2Qcd+ 3A2Q2cd2 −
BQQ1 d

3 − A2B2d− A2Qd2 −B2Qd2 +Q2d3 = 0(14)
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êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì îò A2 è ðàñïàäàåòñÿ íà ÷åòûðå äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî Q(B) (êîýôôèöèåí-
òû ïðè 1, A2, A4, A6). Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî d = 0 è ðåøåíèå
èìååò âèä P (A) = Q(B) = C, ò.å. îáå ôóíêöèè ðàâíû îäíîé êîíñòàíòå.

Äëÿ ñëó÷àÿ 3, ïîäñòàâëÿÿ P (A) = A
√
c ln(A) + d, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

−2QA2
√
c ln (A) + d−B2Ac− 2ABQQ1 − 2B2Q

√
c ln (A) + d+2AQ2 = 0

Îòêóäà, â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèé√
c ln (A) + d, A, A2

√
c ln (A) + d

ñëåäóåò, ÷òî Q(B) = 0 è c = 0. Òàêèì îáðàçîì, îòâåò â ÷åòâåðòîì ñëó÷àå
ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì ñ çàìåíîé A íà B. Âîçâðàùàÿñü ê ôóíêöèÿì a(x) è
b(y), ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ðåøàÿ êîòîðûå ïîëó÷àåì:

Äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ P (A) = 0 äàåò a′′(x) = 0 îòêóäà a(x) = α1x+ α0,
Q(B) = CB äàåò b′′(y) = Cb′(y) îòêóäà b(y) = β1e

Cy + β0 Ïðîâåðÿÿ a + b
íà O(2)-ïðîñòîòó - óñëîâèå δ(gt(z)) = 0, óáåæäàåìñÿ, ÷òî îíî âûïîëíåíî
ëèøü â òðèâèàëüíîì ñëó÷àå α1β1 = 0. Àíàëîãè÷íî â ñëó÷àå 4.

Â ñëó÷àå 2 èç P (A) = CA2 ïîëó÷àåì a′′(x) = C(a′(x))2 îòêóäà a(x) =
− ln(α1x+α0)/C, ñîîòâåòñòâåííî èç P (A) = CA2 ïîëó÷àåì b(y) = ln(β1y+
β0)/C. Ïîñêîëüêó

a(x) + b(y) =
1

C
ln(

β1y + β0
α1x+ α0

),

òî óñëîâèå O(2)-ïðîñòîòû äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ

z =
β1y + β0
α1x+ α0

.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî óñëîâèå δ(gt(z)) = 0 âûïîëíåíî.

Â ñëó÷àå 3 èç P (A) = C ïîëó÷àåì a′′(x) = C îòêóäà a(x) = Cx2 +
α1x + α0, ñîîòâåòñòâåííî èç Q(B) = C ïîëó÷àåì b(y) = Cy2 + β1y + β0.
Äàëåå ïðîâåðÿåì, ÷òî óñëîâèå O(2)-ïðîñòîòû - âûïîëíåíî.

Â ðåçóëüòàòå íàìè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
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Òåîðåìà 7:Ôóíêöèè z(x, y), îáëàäàäàþùèå ñâîéñòâîìO(2)-ïðîñòîòû,
ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåîáðàçîâàíèé âèäà ( z(x, y) → f(z(x, y) ) è ( z(x, y) →
z(y, x) ) äàþòñÿ ñëåäóþùèì ñïèñêîì:

z =
β1 y + β0
α1 x+ α0

,

z = (x2 + y2) + αx+ β y,

z = αx+ β y.

Ñëåäñòâèå 8: Ëþáàÿ O(2)-ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ âèäà ( z(x, y)→ f(z(x, y)) ) ðàöèîíàëüíà.
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