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Àííîòàöèÿ

Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà î ôóíêöèÿõ, îáëàäàþùèõ àëãåáðàè÷å-

ñêîé òåîðåìîé ñëîæåíèÿ, ïîçâîëÿåò äàòü ÿâíîå îïèñàíèå àëãåáðàè-

÷åñêèõ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ àíàëèòè÷åñêîé ñëîæíîñòè îäèí.

Èõ îïèñàíèå ðàñïàäàåòñÿ íà òðè ñëó÷àÿ: îáùèé - ýëëèïòè÷åñêèé è

äâà îñîáûõ, ìóëüòèïëèêàòèâíûé è àääèòèâíûé. Âñå ñëó÷àè èìå-

þò åäèíîîáðàçíîå îïèñàíèå, ýòî îðáèòû äåéñòâèÿ êàëèáðîâî÷íîé

ïñåâäîãðóïïû. Ïåðâûé - ýòî 1-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îðáèò

”ýëëèïòè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ”, âòîðîé - îðáèòà óìíîæåíèÿ è òðåòèé

- ñëîæåíèÿ. Ïðè ýòîì óìíîæåíèå è ñëîæåíèå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû

èç ”ýëëèïòè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ” ïðåäåëüíûìè ïåðåõîäàìè. Ñ äðó-

ãîé ñòîðîíû, ýëëèïòè÷åñêèå îðáèòû ñîîòâåòñòâóþò êîìïëåêñíûì

ñòðóêòóðàì íà òîðå, ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ - íà öèëëèíäðå, àääèòèâ-

íàÿ - íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
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Â ðàáîòå [1] áûë ïðåäëîæåí ñïîñîá èçìåðåíèÿ ñëîæíîñòè àíàëèòè÷å-
ñêèõ, âîçìîæíî ìíîãîçíà÷íûõ, ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ ëþáîé
àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè z(x, y) îïðåäåëåíà åå àíàëèòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü
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N(z). Ýòà âåëè÷èíà, ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, . . . ,∞. Ïðè ýòîì
ñëîæíîñòü íîëü èìåþò ôóíêöèè, çàâèñÿùèå ëèøü îò îäíîãî ïåðåìåííîãî
- a(x) èëè b(y). Ñëîæíîñòü îäèí èìåþò ôóíêöèè , çàâèñÿùèå îò îáåèõ ïå-
ðåìåííûõ, åñëè ïðè ýòîì èìååòñÿ ëîêàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå âèäà z(x, y) =
c(a(x) + b(y)), ãäå (a, b, c) - àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî.
Ôóíêöèè ñëîæíîñòè äâà - ýòî ôóíêöèè, ÷üÿ ñëîæíîñòü íå ðàâíà íóëþ
èëè åäèíèöå è èìåþùèå ïðåäñòàâëåíèå z(x, y) = C(A1(x, y) + B1(x, y)),
ãäå A1 è B1 èìåþò ñëîæíîñòü íå âûøå åäèíèöû. È òàê äàëåå. Åñëè æå
íåêàÿ ôóíêöèÿ z íå ïîïàëà íè â îäèí èç êëàññîâ Cln = {z : N(z) ≤ n},
òî ìû ïîëàãàåì N(z) =∞. Óñëîâèå N(z) ≤ 1 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ðî-
ñòîê, ëîêàëüíî ïðåäñòàâëÿþùèé z, óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó
ñîîòíîøåíèþ

δ1(z) = z′xz
′
y(z
′′′
xxyz

′′
y − z′′′xyyz′x) + z′′xy((z

′
x)

2z′′yy − (z′y)
2z′′xx) = 0 (1)

Äèôôåðåíöèàëüíûé ïîëèíîì δ1(z) - ýòî ÷èñëèòåëü ðàöèîíàëüíî-äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî âûðàæåíèÿ (ln(z′y/z

′
x))
′′
xy.

Ôóíêöèè àíàëèòè÷åñêîé ñëîæíîñòè îäèí ïðåäñòàâëÿþò, ñ ýòîé òî÷-
êè çðåíèÿ, îñîáûé èíòåðåñ. Ýòî ïðîñòåéøèå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ.
Â ðàáîòå [2] áûëè ÿâíî îïèñàíû ïðîñòûå, ò.å. ñëîæíîñòè îäèí, ðåøåíèÿ
íåêîòîðûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (Ëàïëàñà, âîëíîâîãî, òåï-
ëîïðîâîäíîñòè,...). Çäåñü ìû äàäèì îïèñàíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé
àíàëèòè÷åñêîé ñëîæíîñòè îäèí.

Ïóñòü èìååòñÿ ôóíêöèÿ P (x, y) àíàëèòè÷åñêîé ñëîæíîñòè îäèí. Ýòî
çíà÷èò, ÷òî P èìååò ëîêàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

P (x, y) = c(a(x) + b(y)), (2)

ãäå (a, b, c) - íåïîñòîÿííûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî.
Ìû ñòàâèì ïåðåä ñîáîé ñëåäóþùèé âîïðîñ. Êàêèå íàáîðû àíàëèòè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé (a, b, c) äàþò â îòâåòå àëãåáðàè÷åñêóþ ôóíêöèþ? Ìîæíî
ñðàçó ïðåäëîæèòü î÷åâèäíûé âàðèàíò: (a, b, c) - àëãåáðàè÷åñêèå ôóíêöèè
îäíîãî ïåðåìåííîãî. Äàëåå, ïîñêîëüêó ñëîæåíèå ñ ïîìîùüþ ëîãàðèôìà
è ýêñïîíåíòû ïåðåêà÷èâàåòñÿ â óìíîæåíèå, à èìåííî xy = eln(x)+ln(y), òî
ïåðâûé (àääèòèâíûé) âàðèàíò ìîæíî äîïîëíèòü âòîðûì (ìóëüòèïëèêà-
òèâíûì):

c(t) = γ(et), a(x) = ln(α(x)), b(y) = ln(β(y)), P (x, y) = γ(α(x)β(y)),
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ãäå (α, β, γ) - àëãåáðàè÷åñêèå ôóíêöèè. Âîçìîæåí ëè òðåòèé âàðèàíò?
Ýòîò âîïðîñ ïîëó÷àåò îñîáóþ îñòðîòó â ñâÿçè ñ íåäàâíèì ðåçóëüòàòîì
Ì.Ñòåïàíîâîé [3]. Îíà äîêàçàëà, ÷òî åñëè ñòàâèòü òîò æå âîïðîñ ïî îòíî-
øåíèþ ê ðàöèîíàëüíûì ôóíêöèÿì èëè æå ìíîãî÷ëåíàì, òî àääèòèâíûé
è ìóëüòèïëèêàòèâíûé âàðèàíòû ýòî ïîëíûé ñïèñîê âîçìîæíîñòåé. Ëþ-
áîé ìíîãî÷ëåí àíàëèòè÷åñêîé ñëîæíîñòè îäèí èìååò ëèáî àääèòèâíîå,
ëèáî ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå, ñîñòàâëåííîå èç ìíîãî÷ëåíîâ.
Òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé.

Êîëü ñêîðî àëãåáðàè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íå ïîñòîÿííà è ïî x è ïî y, òî â
îáëàñòè, ãäå îïðåäåëåí ýëåìåíò êîìïîçèöèè c(a(x) + b(y)) ìîæíî íàéòè
òî÷êó (x0, y0), ò.÷. φ(x) = P (x, y0) è ψ(y) = P (x0, y) - íå êîíñòàíòû.
Ïåðåíåñåì íà÷àëî êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè â òî÷êó (x0, y0), òîãäà â íàøåì
ïðåäñòàâëåíèè a è b èìåþò ýëåìåíòû, ïðåäñòàâëÿþùèå èõ â îêðåñòíîñòè
íóëÿ, ïðè÷åì äëÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ a(0) = b(0) = 0. Toãäà ïîäñòàâëÿÿ â (1)
íóëè âìåñòî x è âìåñòî y, ó÷èòûâàÿ, ÷òî c - íåïîñòîÿííà, ïîëó÷àåì

c(a(x) = φ(x), a(x) = c−1(φ(x)),

c(b(y)) = ψ(y), b(y) = c−1(ψ(y))

Ïîäñòàâèì ýòî â (1) è ñäåëàåì çàìåíó u = φ(x), v = ψ(y). Ïîëó÷àåì

c(c−1(u) + c−1(v)) = P (φ−1(u), ψ−1(v)) (3)

Âûðàæåíèå, êîòîðîå ñòîèò ñïðàâà - ýòî àëãåáðàè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, îáîçíà-
÷èì åå ÷åðåç Q(u, v). Ñäåëàåì â (3) çàìåíó u = c(U), v = c(V ), ïîëó÷èì

c(U + V ) = Q(c(U), c(V )) (4)

Ñîîòíîøåíèå (4) â òî÷íîñòè îçíà÷àåò, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ c(t)
óäîâëåòâîðÿåò àëãåáðàè÷åñêîé òåîðåìå ñëîæåíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ýòî çíà÷èò ÷òî ìåæäó c(U), c(V ) è c(U + V ) èìååòñÿ àëãåáðàè÷åñêîå ñî-
îòíîøåíèå âèäà F (c(U), c(V ), c(U+V )), ãäå F - ïîëèíîì îò òðåõ ïåðåìåí-
íûõ ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà òàêîé ôóíê-
öèè ìîæíî ïðåäëîæèòü ëþáóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ôóíêöèþ. Îäíàêî íå
òðóäíî íàéòè è íåàëãåáðàè÷åñêèå ïðèìåðû. Íàïðèìåð et, sin(t), cos(t).
Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà [4], [5] äàåò ïîëíûé ñïèñîê òàêèõ ôóíêöèé.
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Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà: Åñëè ãîëîìîðôíûé ýëåìåíò àíàëèòè÷å-
ñêîé ôóíêöèè c(t) óäîâëåòâîðÿåò â íåêîòîðîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà (U, V )
ñîîòíîøåíèþ (4), ò.å. àëãåáðàè÷åñêîé òåîðåìå ñëîæåíèÿ, òî ýòî âîçìîæ-
íî â îäíîì è òîëüêî îäíîì èç òðåõ ñëó÷àåâ:
(1) àëãåáðàè÷åñêèé - c(t) = η(t),
(2) ïåðèîäè÷åñêèé - c(t) = η(eλt),
(3) äâîÿêîïåðèîäè÷åñêèé - c(t) = η(℘(t)), ãäå η(s) - ïðîèçâîëüíàÿ àëãåá-
ðàè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, à ℘(t) - ïå-ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà, ïîñòðîåííàÿ ïî
ðåùåòêå L(ω1, ω2), ãäå (ω1, ω2) åå îáðàçóþùèå.

Äëÿ ñàìîé ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà w = ℘(U + V ) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
u = ℘(U) è v = ℘(V ) c ïîìîùüþ ôóíêöèè [4]

w = u � v = ℘(℘−1(u) + ℘−1(v)) = −(u+ v) +


√
H(u)−

√
H(v)

2 (u− v)

2

ãäå H(t) = 4t3 − g2t − g3 - êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí áåç êðàòíûõ êîðíåé â
ôîðìå Âåéåðøòðàññà (u � v - "ýëëèïòè÷åñêîå ñëîæåíèå"). Íåïîñòîÿííàÿ
àëãåáðàè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, êàê íå òðóäíî âèäåòü, ìîæåò ïîïàñòü ëèøü â
îäèí èç òðåõ êëàññîâ.

Òåîðåìà 1: Åñëè P (x, y) - àëãåáðàè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåí-
íûõ àíàëèòè÷åñêîé ñëîæíîñòè åäèíèöà, òî îíà èìååò îäíî è òîëüêî îäíî
ïðåäñòàâëåíèå âèäà
(1)P (x, y) = γ(α(x) + β(y)) (àääèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå).
(2) P (x, y) = γ(α(x) · β(y)) (ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå).
(3) P (x, y) = γ(α(x) � β(y)) (ýëëèïòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå),
ãäå (α, β, γ) - àëãåáðàè÷íû.
Äîêàçàòåëüñòâî: Â ñèëó (4) ê c(t) ïðèìåíèìà òåîðåìà Âåéåðøòðàññà.
Äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ c - àëãåáðàè÷íà, è, òåì ñàìûì, a è b - òîæå. Ïîëó-
÷àåì P (x, y) = γ(α(x) + β(y)), ãäå (α, β, γ) - àëãåáðàè÷íû.
Äëÿ âòîðîãî:

τ = c(t) = γ(eλt), t = c−1(τ) = 1/λ ln(γ−1(τ)),

a(x) = 1/λ ln(γ−1(φ(x))), b(y) = 1/λ ln(γ−1(ψ(y))),
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ïîýòîìó

P (x, y) = c(a(x) + b(y)) =

γ(expλ(1/λ ln(γ−1(φ(x))) + 1/λ ln(γ−1(ψ(y))))) = γ(α(x)β(y)),

ãäå α(x) = γ−1(φ(x)), β(y) = γ−1(ψ(y)).

Äëÿ òðåòüåãî:

τ = c(t) = γ(℘(t)), t = c−1(τ) = ℘−1(γ−1(τ)),

a(x) = ℘−1(γ−1(φ(x))), b(y) = ℘−1(γ−1(ψ(y)))

ïîýòîìó P (x, y) = c(a(x) + b(y)) =

γ(℘(℘−1(γ−1(φ(x))) + ℘−1(γ−1(ψ(y)))) =

γ(℘(℘−1(α(x)) + ℘−1(β(y)) = γ(℘(℘−1(α(x)) � ℘−1(β(y)),
ãäå α(x) = γ−1(φ(x)), β(y) = γ−1(ψ(y)).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ôè-
ãóðèðóþùèå â òåîðåìå êëàññû àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé ñëîæíîñòè îäèí,
íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ýòî ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ àíàëè-
òè÷åñêîé ôóíêöèè â âèäå (1) ñ íåïîñòîÿííûìè (a, b, c) (ñì. íèæå ëåììà
2 è óòâåðæäåíèå 3).

Ëåììà 2:Ïóñòü òðè íåïîñòîÿííûå ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè (a(t), b(t), c(t)),
ïðè÷åì íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå ïëîñêîñòè (x, y) èìååò ìåñòî ñîîòíîøå-
íèå c(a(x) + b(y)) = x+ y, òîãäà a(x) = (x+ p)/k, b(y) = (y+ q)/k, c(t) =
kt− (p+ q)), ãäå k 6= 0.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðîäèôôåðåíöèðóåì òîæäåñòâî ïî x è ïî y. Â ñèëó
íåïîñòîÿíñòâà a è b ïîëó÷àåì, ÷òî c′′ = 0 è c(t) = kt + l, îòêóäà, â ñâîþ
î÷åðåäü, ñëåäóåò, ÷òî a è b òàêæå ëèíåéíû è ÷òî (a, b, c) èìåþò óêàçàí-
íûé âèä.

Èç äîêàçàííîé ëåììû ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå î åäèíñòâåííîñòè ïðåä-
ñòàâëåíèÿ äëÿ ôóíêöèé ïåðâîãî êëàññà.

Óòâåðæäåíèå 3: Åñëè c(a(x) + b(y)) = C(A(x) + B(y)), òî A(x) =
(a(x) + p)/k, B(y) = (b(y) + q)/k, C(t) = c(kt− (p+ q)).
Äîêàçàòåëüñòâî: Â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ãîëîìîðôíîãî ýëåìåíòà ýòîé
ôóíêöèè âûáåðåì çíà÷åíèÿ x = x0 è y = y0 òàê, ÷òî a - îáðàòèìà â
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îêðåñòíîñòè x0, b - îáðàòèìà â îêðåñòíîñòè y0 è c - îáðàòèìà â îêðåñòíî-
ñòè t0 = a(x0)+b(y0). Â êà÷åñòâå îáëàñòè èç ëåììû 2 âîçüìåì îêðåñòíîñòü
(x0, y0), â êà÷åñòâå ôóíêöèé ýëåìåíòû, ïðåäñòàâëÿþùèå (a, b, c)). Çàìå-
íÿÿ x íà a−1(x) è y íà b−1(y), ïîëó÷àåì

c−1 ◦ C(A ◦ a−1(x) +B ◦ b−1(y)) = x+ y

Èç ëåììû 2 ïîëó÷àåì, ÷òî A ◦ a−1(x) = (x + p)/k, B ◦ b−1(y) = (y +
q)/k, c−1 ◦ C(t) = kt− (p+ q). îòêóäà ñëåäóåò íàøå óòâåðæäåíèå.

Â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ äåéñòâóåò ñëåäóþùàÿ (êà-
ëèáðîâî÷íàÿ) ïñåâäîãðóïïà

G = {z(x, y)→ χ−1(z(ϕ(x), ψ(y)))},

ãäå (ϕ, ψ, χ) - ðîñòêè íåïîñòîÿííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. ßñíî, ÷òî
ýòî äåéñòâèå íå ìåíÿåò ñëîæíîñòè è ÷òî ôóíêöèè cëîæíîñòè îäèí - ýòî, â
òî÷íîñòè, îðáèòà ôóíêöèè (x+ y). Ò.å. ïî îòíîøåíèþ ê ýòîìó äåéñòâèþ
âñå ôóíêöèè ñëîæíîñòè îäèí ýêâèâàëåíòíû. Åñëè æå äëÿ ïîñòðîåíèÿ
äåéñòâèÿ èñïîëüçîâàòü òîëüêî àëãåáðàè÷åñêèå ôóíêöèè (ϕ, ψ, χ), òî ïî
îòíîøåíèþ ê ýòîé ìåíüøåé ïñåâäîãðóïïå GA êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè
ñòàíîâèòñÿ áîëüøå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Clalg1 ïåðåñå÷åíèå Cl1 ñ ñîâîêóïíî-
ñòüþ àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ. ßñíî, ÷òî GA äåéñòâóåò
íà Clalg1 . Òåïåðü òåîðåìó 1 ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê.

Òåîðåìà 4: Ïî îòíîøåíèþ ê äåéñòâèþ GA ñîâîêóïíîñòü àëãåáðàè-
÷åñêèõ ôóíêöèé ïåðâîãî êëàññà - Clalg1 ýòî ñîâîêóïíîñòü îðáèò

x+ y, xy, x � y

Ôóíêöèè x+y è xy - ýòî êîíêðåòíûå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ, òîãäà
êàê ôóíêöèÿ x�y, ñâÿçàííàÿ ñ ïå-ôóíêöèåé Âåéåðøòðàññà çàâèñèò âìåñòå
ñ íåé îò äâóõ ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ, íàïðèìåð, ïàðû ïåðèîäîâ. Ïîýòîìó
óìåñòåí ñëåäóþùèé âîïðîñ. Ïóñòü x � y ñîîòâåòñòâóåò ℘(t, ω1, ω2), à x�̃y
ñîîòâåòñòâóåò ℘(t, ω̃1, ω̃2). Ïðè êàêîì ñîîòíîøåíèè íà ýòè ïàðû ïàðàìåò-
ðîâ ôóíêöèè x � y è x�̃y ýêâèâàëåíòíû ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåîáðàçîâàíèÿ
èç GA? Âîò îòâåò.
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Óòâåðæäåíèå 5: Ôóíêöèè x�̃y è x � y ýêâèâàëåíòíû, ò.å. ïðèíàäëå-
æàò îäíîé îðáèòå GA â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ðåøåòêè ïåðèîäîâ
ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà íåíóëåâóþ êîìïëåêñíóþ êîí-
ñòàíòó, ò.å. ω̃1 = kω1, ω̃2 = kω2. Ïðè ýòîì ℘2(t) = ℘1(t/k).
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü x�̃y è x � y ýêâèâàëåíòíû, ò.å. x�̃y = c(a(x) �
b(y)), ãäå (a, b, c) - íåïîñòîÿííûå àëãåáðàè÷åñêèå ôóíêöèè. Ïóñòü ℘1(t) =

℘(t, ω1, ω2), ℘2(t) = ℘(t, ω̃1, ω̃2). Èìååì

c(℘1(℘
−1
1 (a(x)) + ℘−11 (b(y))) = ℘2(℘

−1
2 (x) + ℘−12 (y))

Òîãäà óòâåðæäåíèå 3 ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî

℘−11 (a(x) =
℘−12 (x) + p

k
, ℘−11 (b(y) =

℘−12 (y) + q

k
, c(℘1(t)) = ℘2(kt−(p+q)),

îòêóäà, äàëåå, a(x) = ℘1(
℘−1
2 (x)+p

k
), b(y) = ℘1(

℘−1
2 (y)+q

k
). Ýëëèïè÷åñêèé

èíòåãðàë ℘−12 (t) - ýòî áåñêîíå÷íîçíà÷íàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ÷üè
ðîñòêè â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå îòëè÷àþòñÿ íà êîíñòàíòû âèäà

m1 ω̃1 +m2 ω̃2

k
,

ïîýòîìó ôóíêöèè a è b ìîãóò áûòü êîíå÷íîçíà÷íûìè ëèøü â ñëó÷àå, êî-
ãäà îáðàç âòîðîé ðåøåòêè L̃

k
= L( ω̃1

k
, ω̃2

k
) ñîäåðæèòñÿ â ïåðâîé L = (ω1, ω2).

Â ñèëó îáðàòèìîñòè äåéñòâèÿ ïîëó÷àåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå, ò.å. L̃ = kL
è, òåì ñàìûì, ℘2(t) = ℘1(t/k). Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Èòàê, âñå àëãåáðàè÷åñêèå ôóíêöèè àíàëèòè÷åñêîé ñëîæíîñòè îäèí
- ýòî ñîâîêóïíîñòü îðáèò òðåõ áèíàðíûõ îïåðàöèé ýëëèïòè÷åñêîãî ñëî-
æåíèÿ, óìíîæåíèÿ è îáû÷íîãî ñëîæåíèÿ ïîä äåéñòâèåì àëãåáðàè÷åñêîé
êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïû GA. Ïðè ýòîì ýëëèïòè÷åñêîå ñëîæåíèå ÿâëÿåò-
ñÿ áàçîâîé îïåðàöèåé, óìíîæåíèå âîçíèêàåò, êàê ïðåäåëüíûé ïåðåõîä
ω2 → ∞, à ñëîæåíèå, â ñâîþ î÷åðåäü, êàê ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ω1 →
∞, ω2 →∞.

Âîçìîæíîñòü ôàêòîðèçàöèè ïî êîìïëåêñíîìó óìíîæåíèþ, ïîçâîëÿåò
çàäàâàòü ”ýëëèïòè÷åñêèå” îðáèòû îäíèì ïàðàìåòðîì. Ïîëàãàÿ k = 1/ω1

ìû ïðåâðàùàåì ðåøåòêó L(ω1, ω2) â ðåøåòêó L(1, τ). Çàìåíà τ → −τ íå
ìåíÿåò ðåøåòêè, ïîýòîìó ìîæåì ïîëàãàòü, ÷òî Im τ > 0. Îñòàâøèåñÿ äèñ-
êðåòíûå ñòåïåíè ñâîáîäû îïèñûâàþòñÿ äåéñòâèåì ìîäóëÿðíîé ãðóïïû
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[6]. Ïîñëå ôàêòîðèçàöèè âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ïî äåéñòâèþ ìîäóëÿð-
íîé ãðóïïû ìû ïîëó÷àåì îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñî-
áåííîñòÿìè (îðáèôîëä), ãîìåîìîðôíîå äâóìåðíîé âåùåñòâåííîé ïëîñ-
êîñòè. Òî÷êè ýòîãî îðáèôîëäà íàõîäÿòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, âî âçàèìíî
îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ýëëèïòè÷åñêèì îðáèòàìè GA, à ñ äðóãîé ñ
êëàññàìè àôôèííî ýêâèâàëåíòíûõ ðåøåòîê, ò.å. ñ êîìïëåêñíûìè ñòðóê-
òóðàìè íà 2-ìåðíîì òîðå. Ôàêòîðû ïî âûðîæäåííûì ðåøåòêàì, öèë-
ëèíäð è ïëîñêîñòü, òàêæå, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñîîòâåòñòâóþò óíèêàëüíûì
îïåðàöèÿì, óìíîæåíèþ è ñëîæåíèþ, à ñ äðóãîé, äîïóñêàþò åäèíñòâåí-
íûå êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû.

Â ïðîöåññå ðàáîòû íàä ñòàòüåé àâòîð èìåë ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ
ñ À.Â.Äîìðèíûì è È.Â.Àðòàìêèíûì çà ÷òî îí èì áëàãîäàðåí.

Àâòîð ðàññìàòðèâàåò äàííóþ ïóáëèêàöèþ êàê ñâîé ñêðîìíûé âêëàä
â ïðîäîëæàþùååñÿ ïðàçäíîâàíèå 200-ëåòèÿ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ âåëèêîãî
íåìåöêîãî ìàòåìàòèêà Êàðëà Òåîäîðà Âèëüãåëüìà Âåéåðøòðàññà.
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