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Áåëîøàïêà Â.K.2

Â ðàáîòå îáñóæäàåòñÿ ñëåäóþùèé âîïðîñ. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçìåð-

íîñòü ñòàáèëèçàòîðà òî÷êè â àëãåáðå Ëè èíôèíèòåçèìàëüíûõ ãîëîìîðôíûõ ñèììåò-

ðèé ïðîèçâîëüíîãî ðîñòêà âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè ïðîñòðàí-

ñòâà C2? Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ îñíîâíóþ òðóäíîñòü ïðåäñòàâëÿþò ðîñòêè áåñêî-

íå÷íîãî òèïà ïî Êîíó, ñôåðè÷åñêèå â òî÷êå îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ïîëíîñòüþ ðàçîáðàí

ïðèìåð ãèïåðïîâåðõíîñòåé âèäà Γ(r) = {v = ur(|z|2)}. Ðàçìåðíîñòè àëãåáðû Ëè è

åå ñòàáèëèçàòîðà ïðè ýòîì ìîãóò ïðèíèìàòü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ (5,5), (4,2), (3,3) è

(2,2). Âñå ÷åòûðå êëàññà îïèñàíû ÿâíî, ïåðâûå òðè çàäàíû ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿ-

ìè, â îïèñàíèè ýòèõ êëàññîâ ó÷àñòâóåò ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ Qn(t) = tg(n arctg(t)),
àíàëîãè÷íàÿ çíàìåíèòîìó ìíîãî÷ëåíó ×åáûøåâà.

1 Ââåäåíèå

Åñëè Γξ � àáñîëþòíî ïðîèçâîëüíûé ðîñòîê âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêîé ãèïåðïîâåðõíî-
ñòè Γ äâóìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà C2 ñ êîîðäèíàòàìè (z, w = u + iv) â òî÷êå
ξ, à aut Γξ � àëãåáðà Ëè ðîñòêîâ âåêòîðíûõ ïîëåé â òî÷êå ξ, ïîðîæäàþùèõ ãîëîìîðôíûå
ïðåáðàçîâàíèÿ Γξ, òî èìååò ìåñòî ïðîñòàÿ àëüòåðíàòèâà. Ëèáî ðàçìåðíîñòü aut Γξ ðàâíà
áåñêîíå÷íîñòè è ïðè ýòîì ðîñòîê áèãîëîìîðôíî ýêâèâàëåíòåí ðîñòêó âåùåñòâåííîé
ãèïåðïëîñêîñòè {v = 0}, ëèáî ýòà ðàçìåðíîñòü íå ïðåâîñõîäèò âîñüìè, ïðè÷åì ðàâåí-
ñòâî îçíà÷àåò, ÷òî â òî÷êàõ Ëåâè-íåâûðîæäåííîñòè ãèïåðïîâåðõíîñòü Γ ñôåðè÷íà, ò.å.
ëîêàëüíî ýêâèâàëåíòíà ðîñòêó ñôåðû S = {|z|2 + |w2| = 1}. Äîêàçàòåëüñòâî î÷åíü ïðîñòî.
Åñëè ðîñòîê � ýòî ðîñòîê ãèïåðïîâåðõíîñòè, Ëåâè-âûðîæäåííîé âî âñåõ ñâîèõ òî÷êàõ,
òî òàêîé ðîñòîê, êàê èçâåñòíî, ýêâèâàëåíòåí ðîñòêó ãèïåðïëîñêîñòè. Åñëè æå ýòî íå òàê,
òî, ðàññìîòðåâ ëþáûå äåâÿòü ïîëåé èç aut Γξ â òî÷êå Ëåâè-íåâûðîæäåííîñòè, ìû óáåæ-
äàåìñÿ, ÷òî îíè ëèíåéíî çàâèñèìû. Ýòî ñëåäóåò èç ëþáîé âåðñèè Ëåâè-íåâûðîæäåííîé
òåîðèè âïëîòü äî ðàáîòû Ïóàíêàðå 1907-ãî ãîäà ([1], [2]). Îòòóäà æå, ïðè íàëè÷èè âîñüìè
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ïîëåé, ñëåäóåò ñôåðè÷íîñòü. Â àëãåáðå Ëè èíôèíèòåçèìàëüíûõ àâ-
òîìîðôèçìîâ aut Γξ èìååòñÿ ñòàáèëèçàòîð - ïîäàëãåáðà Ëè autξ Γξ, ñîñòîÿùàÿ èç ðîñòêîâ
ïîëåé, îáðàùàþùèõñÿ â íîëü â òî÷êå ξ. Ýòî ïîëÿ, ïîðîæäàþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, îñòàâ-
ëÿþùìå ξ íà ìåñòå. Èòàê, ìû çíàåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íå ïëîñêîãî, ò.å. íå ýêâèâàëåíòíîãî
ãèïåðïëîñêîñòè, ðîñòêà ðàçìåðíîñòü ïîëíîé àëãåáðû Ëè aut Γξ íå ïðåâîñõîäèò âîñüìè,
ïðè÷åì âîñüìåðêà ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ òîëüêî äëÿ ãèïåðïîâåðõíîñòåé, ñôåðè÷åñêèõ â
òî÷êàõ Ëåâè-íåâûðîæäåííîñòè. Ïðè ýòîì ñôåðà îäíîðîäíà è ðàçìåðíîñòü ñòàáèëèçàòîðà
òî÷êè ðàâíà ïÿòè.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ïî ãðàíòàì ÐÔÔÈ � 11-01-00495-à è � 11-01-12033-îôè-ì-2011.
2Áåëîøàïêà Âàëåðèé Êîíñòàíòèíîâè÷, vkb@strogino.ru, ïðîôåññîð êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé è ôóíê-

öèîíàëüíîãî àíàëèçà, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

87



Ðàçäåë 2. Òåîðèÿ ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç

À ÷òî ìîæíî ñêàçàòü î ðàçìåðíîñòè ñòàáèëèçàòîðà autξ Γξ äëÿ ðîñòêà ïðîèçâîëü-
íîé íå ïëîñêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè?

Êîíå÷íî, ìîæíî ñðàçó ñêàçàòü, ÷òî ýòà ðàçìåðíîñòü íå ïðåâîñõîäèò âîñüìè, ò.ê. ýòî
ïîäàëãåáðà ïîëíîé àëãåáðû Ëè àâòîìîðôèçìîâ. Íî ïðè ýòîì, ïî-âèäèìîìó, ðîñòêîâ ñî
ñòàáèëèçàòîðàìè ðàçìåðíîñòåé 6, 7 èëè 8 íèêòî íèêîãäà íå âèäåë.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàáîòîé ×åðíà è Ìîçåðà ([2]) ëîêàëüíîå óðàâíåíèå âåùåñòâåííîé
ãèïåðïîâåðõíîñòè â òî÷êå Ëåâè-íåâûðîæäåííîñòè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

v = |z|2 + 2 Re(hz4z̄2) + . . . ,

ãäå ìíîãîòî÷èå îáîçíà÷àåò ÷ëåíû ñòåïåíè ñåìü è âûøå ïî ïåðåìåííûì (z, z̄, u). Åñëè
h = 0, òî íà÷àëî êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ îìáèëè÷åñêîé òî÷êîé ãèïåðïîâåðõíîñòè. Â òîé æå
ðàáîòå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ãèïåðïîâåðõíîñòü îìáèëè÷íà êàæäîé òî÷êå îêðåñòíîñòè,
òî îíà ñôåðè÷íà (ýêâèâàëåíòíà ðîñòêó ñôåðû). Òàêèì îáðàçîì, åñëè ãèïåðïîâåðõíîñòü
íåñôåðè÷íà â ñâîèõ Ëåâè-íåâûðîæäåííûõ òî÷êàõ, òî ìíîæåñòâî åå íåîìáèëè÷åñêèõ òî-
÷åê � îòêðûòîå ïëîòíîå ìíîæåñòâî (äîïîëíåíèå ê ñîáñòâåííîìó âåùåñòâåííî àíàëèòè÷å-
ñêîìó ïîäìíîæåñòâó). Åñëè òî÷êà íåîìáèëè÷íà, òî äîïîëíèòåëüíûå ðàññìîòðåíèÿ êîì-
ïîíåíò îòîáðàæåíèÿ, ïðèâÿçàííûå ê ìëàäøåìó íåíóëåâîìó ÷ëåíó óðàâíåíèÿ, ò.å. ê ÷ëåíó
2 Re(hz4z̄2) ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî èìååòñÿ íå áîëåå äâóõ ãîëîìîðôíûõ ñèììåòðèé
(âêëþ÷àÿ òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå) ãèïåðïîâåðõíîñòè, ñîõðàíÿþùèõ íîëü íà ìåñòå
([4]). Â ÷àñòíîñòè, ðàçìåðíîñòü ñòàáèëèçàòîðà ðàâíà íóëþ. Òåì ñàìûì äëÿ ãèïåðïîâåðõ-
íîñòè, íåñôåðè÷íîé â òî÷êå îáùåãî ïîëîæåíèÿ, îöåíêà ðàçìåðíîñòè ïîëíîé ãðóïïû ïàäàåò
äî òðåõ. Åñëè ó òàêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè äåéñòâèòåëüíî èìååòñÿ òðåõìåðíàÿ àëãåáðà Ëè,
òî â òî÷êå îáùåãî ïîëîæåíèÿ, à èìåííî, òàì, ãäå òðè áàçèñíûõ ïîëÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìû,
ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî îäíîðîäíîé è, òåì ñàìûì, ïîïàäàåò â èçâåñòíûé ñïèñîê
Ý.Êàðòàíà ([3]). Èòàê, åùå ðàç.

Åñëè ðîñòîê ãèïåðïîâåðõíîñòè èìååò ñòàáèëèçàòîð ðàçìåðíîñòè ïÿòü èëè áîëåå,
òî ëèáî ðîñòîê ñôåðè÷åí (â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå), ëèáî ïðåäñòàâëÿþùàÿ åãî ãèïåð-
ïîâåðõíîñòü ñôåðè÷íà â òî÷êàõ íåâûðîæäåííîñòè.

Ýòà ôîðìóëèðîâêà î÷åíü ïîõîæà íà óòâåðæäåíèå î ïîëíîé àëãåáðå Ëè. Îäíàêî åñòü
îòëè÷èå. Ìû òàê è íå óçíàëè î íåâîçìîæíîñòè (èëè âîçìîæíîñòè) ðåàëèçàöèè ðàçìåðíî-
ñòåé ñòàáèëèçàòîðà 6, 7 è 8. Â ÷àñòíîñòè, îñòàëñÿ îòêðûòûì òàêîé âîïðîñ. Âåðíî ëè, ÷òî
5-ìåðíûé ñòàáèëèçàòîð åñòü òîëüêî ó ñôåðû? Îòâåò íà ýòîò, âòîðîé, âîïðîñ áóäåò ïîëó÷åí
íèæå. Èëè äàæå òàê: âåðíî ëè, ÷òî åñëè ïîëíàÿ àëãåáðà 8-ìåðíà, òî ðîñòîê ñôåðè÷åí?

Ïóñòü, äàëåå, ðîñòîê ãèïåðïîâåðõíîñòè èìååò êîíå÷íûé òèï ïî Êîíó. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî îíà íå ñîäåðæèò îäíîìåðíîé êîìïëåêñíîé êðèâîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ðîñòêà.
Óðàâíåíèå ãèïåðïîâåðõíîñòè êîíå÷íîãî òèïà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Γ = {v = Φm(z, z̄) + . . . },

ãäå Φm � íåíóëåâîé îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí îò (z, z̄ ñòåïåíè m ≥ 2 áåç ãàðìîíè÷åñêîé êîì-
ïîíåíòû 2 Re(pzm) (ýòó êîìïîíåíòó âñåãäà ìîæíî óáðàòü ïðîñòîé çàìåíîé), à ìíîãîòî÷èå
îáîçíà÷àåò ÷ëåíû âåñà âûøå, ÷åì m. Ïðè ýòîì ïðè ïîäñ÷åòå âåñà ìîíîìà ïåðåìåííûå z
è z̄ èäóò ñ âåñîì 1, à u � ñ âåñîì m. Îòìåòèì, ÷òî åñëè m = 2, òî ðå÷ü èäåò î Ëåâè-
íåâûðîæäåííîé ãèïåðïîâåðõíîñòè, ïîýòîìó èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò âûðîæäåííûå ãèïåð-
ïîâåðõíîñòè ñ m > 2. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà âûðîæäåííîñòü, ê òàêîìó ðîñòêó ïðèìåíèìà
ñòàíäàðòíàÿ òåõíèêà ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé, ãäå â êà÷åñòâå ìîäåëüíîé èñïîëüçóåòñÿ ãè-
ïåðïîâåðõíîñòü Q = {v = Φm(z, z̄)}. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñòàáèëèçàòîð autξ Γξ
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èìååò åñòåñòâåííîå òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå â ñòàáèëèçàòîðå íà÷àëà êîîðäèíàò ìîäåëüíîé
ïîâåðõíîñòè aut0Q0. Òàêèì îáðàçîì âîïðîñ î âîçìîæíûõ ðàçìåðíîñòÿõ ñòàáèëèçàòîðà
ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î âû÷èñëåíèè àëãåáðû aut0Q0. Ýòî íåñëîæíîå âû÷èñëåíèå áûëî ïðî-
äåëàíî â 1996-ì ãîäó â ñòóäåí÷åñêîé êóðñîâîé ðàáîòå À.Åðøîâîé ([5]). Âû÷èñëåíèå ïî-
êàçûâàåò, ÷òî ñòàáèëèçàòîð Ëåâè-âûðîæäåííîãî ðîñòêà êîíå÷íîãî òèïà íå ìîæåò áûòü
áîëüøå òðåõ. Ìàêñèìóì, ò.å. òðîéêà, äîñòèãàåòñÿ íà ãèïåðïîâåðõíîñòÿõ âèäà

Sm = {v = |z|2m}.

Ýòîò ðåçóëüòàò ñîäåðæèòñÿ òàêæå â ðàáîòå Ì.Êîëëàðà 2005-ãî ãîäà ([6]). Èòàê, ðîñòêè,
êîòîðûå íå îõâà÷åíû ïðèâåäåííûì âûøå ïðîñòûì ðàññóæäåíèåì � ýòî ðîñòêè áåñêîíå÷-
íîãî òèïà, ïðè÷åì òàêèå, ÷òî ïðåäñòàâëÿþùèå èõ ãèïåðïîâåðõíîñòè ñôåðè÷íû â ñâîèõ
Ëåâè-íåâûðîæäåííûõ òî÷êàõ. Îòìåòèì, ÷òî îòìå÷åííûå âûøå ýêñòðåìàëüíûå äëÿ êîíå÷-
íîãî òèïà ãèïåðïîâåðõíîñòè Sm òàêæå ñôåðè÷íû âíå âåùåñòâåííîé ïðÿìîé {z = 0, v = 0},
íà êîòîðîé âûðîæäàåòñÿ ôîðìà Ëåâè. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî Sm � ýòî îáðàç ñôåðè-
÷åñêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè S1 ïðè îòîáðàæåíèè (z → zm, w → w). Âíå ïðÿìîé {z = 0}
îòîáðàæåíèå ëîêàëüíî îáðàòèìî.

2 Àâòîìîðôèçìû ãèïåðïîâåðõíîñòè âèäà v = ur(|z|2).
Óðàâíåíèå ðîñòêà áåñêîíå÷íîãî òèïà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå v = uF (z, z̄, u). Â ýòîì ïóíêòå
äàåòñÿ ïîëíîå îïèèñàíèå ñòðîåíèÿ àëãåáðû Ëè èíôèíèòåçèìàëüíûõ ãîëîìîðôíûõ àâòî-
ìîðôèçìîâ ãèïåðïîâåðõíîñòåé áåñêîíå÷íîãî òèïà ñëåäóþùåãî ñïåöèàëüíîãî âèäà, à èìåí-
íî

Γ(r) = {v = ur(|z|2)} (1)

Ëþáàÿ òàêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü èìååò â ñâîåì ñòàáèëèçàòîðå äâà ïîëÿ

X1 = 2 Re

(
iz
∂

∂z

)
è X2 = 2 Re

(
w
∂

∂w

)
, (2)

êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò äâå îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäãðóïïû:

(z → eit1z, w → w) è (z → z, w → t2w).

Ýòè êîììóòèðóþùèå ïîëÿ îáðàçóþò ïîäàëãåáðó â aut0 Γ(r)0. Íàøà öåëü âûÿñíèòü, äëÿ
êàêèõ âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé r(t) ãèïåðïîâåðõíîñòü Γ(r) äîïóñêàåò êàêèå
ëèáî åùå ïîëÿ, êðîìå ýòèõ äâóõ.

Ãèïåðïîâåðõíîñòü ýêâèâàëåíòíà ãèïåðïëîñêîñòè â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
r = const. Â ýòîì ñëó÷àå àëãåáðà Ëè áåñêîíå÷íîìåðíà. Ïðîâåðêó íåâûðîæäåííîñòè âíå
ïðÿìîé w = 0 óäîáíî ïðîâîäèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàïèøåì íàøå óðàâíåíèå â âèäå

Im lnw = arctg
(v
u

)
= arctg(r(|z|2)),

òîãäà ïîñëå çàìåíû (z → z, w → lnw) óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä v = arctg(r(|z|2) =
φ(|z|2). Íà ýòîò ïðèåì, â ñâîå âðåìÿ, ëþáåçíî îáðàòèë ìîå âíèìàíèå À.Â.Ëîáîäà. Ïîñëå
÷åãî íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü Ëåâè, ïîñëå çàìåíû |z|2 = t, îêàçûâàåòñÿ ïðî-
ïîðöèîíàëåí âûðàæåíèþ tφ′′(t) + φ′(t). Ïðèðàâíèâàÿ åãî ê íóëþ è ðåøàÿ ïîëó÷èâøååñÿ
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äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ìû âèäèì, ÷òî íåîñîáûìè â íóëå ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ
òîëüêî ïîñòîÿííûå, à ýòî îçíà÷àåò ïîñòîÿíñòâî è ôóíêöèè r(t) = tg(φ(t)).

Áóäåì äàëåå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî r(t) íå ïîñòîÿííà. Ìîæíî òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
r(0) = 0. Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå v = u(r0 + r(|z|2)) çàïèøåì êàê Im((1 − ir0)w) =
ur(|z|2). Òîãäà ïîñëå çàìåíû w → (1− ir0)w óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

v = ur̃(|z|2) = u
r(|z|2)

1 + |r0|2 + r0r(|z|2)
.

Ïðè ýòîì åñëè r(t) = rst
s + . . . , òî ðàçëîæåíèå r̃ èìååò âèä

r̃(t) =
rs

1 + |r0|2
ts + . . .

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî r(t) èìååò ïðè t = 0 íîëü ïåðâîãî ïîðÿäêà, òîãäà ïîñëå
çàìåíû z →

√
|r′(0)|z ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò âèä r(t) = σt + . . . , ãäå σ = ±1. Îäíàêî áóäåò

óäîáíåå ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâíåíèå ãèïåðïîâåðõíîñòè çàïèñàíî â âèäå

Γ(r) = {v = ur(σ|z|2)}, (3)

à ôóíêöèÿ r(t) èìååò âèä

r(t) = t+
r2

2!
t2 +

r3

3!
t3 + . . . ,

ò.å. r′(0) = 1. Óñëîâèå, ÷òî ïîëå

2 Re

(
f(z, w)

∂

∂z
+ g(z, w)

∂

∂w

)
ïðèíàäëåæèò aut Γ0, ò.å. óñëîâèå êàñàíèÿ ïîëÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè âûãëÿäèò òàê:

L = (i+ r(σ|z|2)g(z, w) + (−i+ r(σ|z|2)ḡ(z̄, w̄)+ (4)

2σr′(σ|z|2)u(z̄f(z, w) + zf̄(z̄, w̄)) = 0

ïðè w = u(1 + ir(σ|z|2)).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî g(0, 0) = 0. Ïîäñòàâëÿÿ â (4) çíà÷åíèå z̄ = 0 è ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ
f(0, u) = a(u), g(0, u) = ub(u), ïîëó÷àåì

g(z, w) = wb(w) + 2iσwā(w)z,

ïðè÷åì Im b(u) = 0. Îáîçíà÷àÿ f ′z(0, u) = c(u), äèôôåðåíöèðóÿ (4) ïî z̄ è îïÿòü ïîäñòâëÿÿ
z̄ = 0 ïîëó÷àåì

f(z, w) = a(w) + c(w)z + σ(2iwā′(w)− r2ā(w))z2.

Ðàâåíñòâî íóëþ êîýôôèöèåíòîâ (4) ïðè |z|2 è |z|4 ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî

c(w) =
wb′(w)

2
+ i

r2b(w)

4
+ iC.

Âåùåñòâåííóþ êîíñòàíòó C ìîæíî â äàëüíåéøåì ïîëîæèòü ðàâíîé íóëþ, ò.ê. åé, ïðè
ðàâåíñòâå íóëþ a è b, ñîîòâåòñòâóåò ïîëå X1. Òåïåðü ñäåëàåì äâà çàìå÷àíèÿ.

Ïåðâîå. Ïîäñòàâëÿÿ â (4) ïîëó÷åííûå íàìè âûðàæåíèÿ äëÿ f è g, çàìåòèì, ÷òî â
ðàçëîæåíèè (4) ïî áèñòåïåíÿì ìîíîìîâ zmz̄n îòëè÷íû îò íóëÿ ëèøü ãëàâíàÿ äèàãîíàëü,
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ò.å. ìîíîìû áèñòåïåíåé (m,m), è ïîáî÷íûå äèàãîíàëè (m,m + 1) è(m + 1,m). Ïðè ýòîì
ãëàâíàÿ äèàãîíàëü çàâèñèò òîëüêî îò ôóíêöèè b, à ïîáî÷íûå � òîëüêî îò ôóíêöèè a. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî óñëîâèÿ íà a è b íåçàâèñèìû.

Âòîðîå. Íàëè÷èå ó ãèïåðïîâåðõíîñòè àâòîìîðôèçìà w → tw, c ëþáûì âåùåñòâåííûì
t, ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî åñëè a(w) =

∑
ajw

j èëè b(w) =
∑
bjw

j � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(4), òî êàæäîå ñëàãàåìîå ýòèõ ñóìì � òîæå. Òàêèì îáðàçîì çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó
a-ðåøåíèé âèäà (a(w) = Awm, b = 0) è b-ðåøåíèé (a = 0, b(w) = Bwn).

Èùåì ñíà÷àëà b-ðåøåíèÿ. Ïîñêîëüêó B � íåíóëåâàÿ âåùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà, òî ìîæ-
íî ïîëîæèòü B = 1. Ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëå èìååò âèä

Xb(r2, n) = 2 Re

(
2n+ ir2

4
zwn

∂

∂z
+ wn+1 ∂

∂w

)
.

Ïîëîæèì

R = 1 + ir(|z|2), φ = argR = arctg r, òîãäà |R|2 = 1 + r2, r = tg φ.

Òåïåðü óñëîâèå (4) ïîñëå äåëåíèÿ íà un+1 ïðèíèìàåò âèä

Re

(
iR̄Rn+1 + 2r′(σ|z|2)σ|z|2 2n+ ir2

4
Rn

)
= 0

Ïîñëå çàìåíû σ|z|2 íà íåçàâèñèìóþ âåùåñòâåííóþ ïåðåìåííóþ t ïîëó÷àåì

(1 + r(t)2) sin(nφ(t)) = r′(t)t(n cos(nφ(t))− r2

2
sin(nφ(t))). (5)

Ïðè n = 0 óñëîâèå (5) èñ÷åçàåò, íî ïîëó÷àþùååñÿ ïîëå � ýòî êîìáèíàöèÿ äâóõ ïîëåé âèäà
(2), ïîýòîìó äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî n > 0. Òåïåðü (5) ìîæíî çàïèñàòü òàê

r′(t)t

(1 + r(t)2)
=

1

n− r2
2

ctg(n arctg t)
(6)

Çàìåòèì çäåñü, ÷òî ôèãóðèðóþùåå â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèå tg(n arctg t) � ýòî ðàöèî-
íàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåíè n, ñâÿçàííàÿ ñî çíàìåíèòûì ìíîãî÷ëåíîì ×åáûøåâà.

Ðàçëîæåíèå ïðàâîé ÷àñòè (6) èìååò âèä

t+ r2t
2 +

9r2
2 + 2r3 − 4 + 4n2

12
t3 + . . .

Ëåâàÿ ÷àñòü (6) îò n íå çàâèñèò, ïîýòîìó ìîíîòîííàÿ çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ïðè
t3 â ïðàâîé ÷àñòè îò n îçíà÷àåò, ÷òî îäíà ôóíêöèÿ r(t) íå ìîæåò áûòü ðåøåíèåì (6) ïðè
ðàçíûõ ïîëîæèòåëüíûõ n.

×òîáû ðåøèòü óðàâíåíèå (6), íóæíî åãî ðàññìîòðåòü êàê óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ φ(t),
çàïèñàòü â âèäå (

n ctg(nφ)− r2

2

)
dφ =

dt

t

è ïðîèíòåãðèðîâàòü. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî φ(t) = t+ o(t), ïîëó÷àåì íåÿâíîå óðàâíåíèå, îïðåäå-
ëÿþùåå ôóíêöèþ φ(t):

sin(nφ(t)) = nt exp
(r2

2
φ(t)

)
. (7)
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Èòàê, äëÿ ëþáîãî n = 1, 2, 3, . . . è äëÿ ëþáîãî r2 ∈ R ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
(7), êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì r = rb(t; r2, n). Ïðè ýòîì ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ r(t) = tg(φ(t))
èìååò íóæíûé íàì âèä

r(t) = t+
r2

2
t2 + . . .

Åñëè rb(t; r2, n) = rb(t; r̃2, ñ), òî, î÷åâèäíî, r̃2 = r2 è, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ñ = n.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ïîèñêó a-ðåøåíèé, ò.å. a(w) = Awm, A ∈ C, b(w) = 0. Èì ñîîòâåò-
ñòâóþò ïîëÿ âèäà

2 Re

(
(Awm + Āwm(2im− r2)z2)

∂

∂z
+ 2iĀzwm+1 ∂

∂w

)
.

Ïðè ýòîì âûðàæåíèå L, êàê ðÿä ïî (z, z̄), ñîäåðæèò ëèøü äâå ïîáî÷íûå äèàãîíàëè, âåðõ-
íþþ � ÷ëåíû áèñòåïåíåé (m,m+ 1) è íèæíþþ � ÷ëåíû áèñòåïåíåé (m+ 1,m). Ïðèðàâ-
íèâàåì âåðõíþþ äèàãîíàëü ê íóëþ, äåëèì íà 2Aum+1z̄, çàìåíÿåì σ|z|2 íà t, ïîëó÷àåì

−r′(t)R(t)m + (r2 + 2im)r′(t)t ¯R(t)
m

+ |R(t)|2 ¯R(t) = 0,

÷òî ïîñëå îòäåëåíèÿ âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòè äàåò

1 + r(t)2

r′
= cos(2mφ(t))− r2t (8)

sin(2mφ(t)) = 2mt. (9)

Åñëè m = 0, òî (9) èñ÷åçàåò, à (8) äàåò óðàâíåíèå, èç êîòîðîãî äëÿ r2 6= 0 ïîëó÷àåì

φ(t) = − 1

r2

ln(1− r2t), (10)

à äëÿ r2 = 0
φ(t) = t. (11)

Ïóñòü òåïåðü m = 1, 2, 3, . . . , òîãäà èç (9) ïîëó÷àåì

φ(t) =
1

2m
arcsin(2mt), (12)

è óðàâíåíèå (8) ïðèíèìàåò âèä

1√
1− (2mt)2

=
1√

1− (2mt)2 − r2t
, (13)

êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà r2 = 0.
Èòàê, ïðè m > 0 ñèñòåìà (8), (9) èìååò ðåøåíèå òîëüêî ïðè óñëîâèè r2 = 0, è ýòî

r = ra(t,m) = tg

(
1

2m
arcsin(2mt)

)
. (14)

Ñîâïàäåíèÿ ðåøåíèé ïðè ðàçíûõ m, î÷åâèäíî, íåâîçìîæíû.
Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ñîâïàäåíèÿ a-ðåøåíèé è b-ðåøåíèé. Ïóñòü

r2 = 0, òîãäà ñîîòíîøåíèå (7) ìîæíî ðåøèòü îòíîñèòåëüíî φ(t) è ïîëó÷èòü

φ(t) =
1

n
arcsin(nt),
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÷òî ïðè n = 2m â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ a-ðåøåíèåì. Èòàê,

ra(t,m) = rb(t, 2m, 0) = tg

(
1

2m
arcsin(2mt)

)
. (15)

Ïóñòü, äàëåå, r2 6= 0 è a-ðåøåíèå φ(t) = − 1
r2

ln(1 − r2t) ÿâëÿåòñÿ b-ðåøåíèåì, ò.å.
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

φ′(t)t =
1

n ctg(nφ(t))− r2
2

. (16)

Íî ïðèðàâíèâàÿ â ýòîì ñîîòíîøåíèè êîýôôèöèåíòû ïðè t3, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî r2
2 =

(13
12
r2

2 + n2

3
), êîòîðîå íåâîçìîæíî ïðè r2 6= 0. Ïîñëåäíÿÿ âîçìîæíîñòü � ýòî a-ðåøåíèå ïðè

m = 0 è r2 = 0, ò.å. φ(t) = t. Íî ýòà ôóíêöèÿ íå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (16).
Åñëè èìååòñÿ áèãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå ðîñòêà îäíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè âèäà v =

ur(σ|z|2), ãäå r′(0) = 1, íà äðóãóþ òàêóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü, îñòàâëÿþùåå íà÷àëî êîîð-
äèíàò íà ìåñòå, òî, êàê ýòî ñëåäóåò èç àíàëèçà ìëàäøèõ êîìïîíåíò âîçíèêàþùåãî ïðè
ýòîì ñîîòíîøåíèÿ, íàáîð (σ, r2, r3) èíâàðèàíòåí. À ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàçëè÷àòü
âñå ãèïåðïîâåðõíîñòè, èìåþùèå íå ìåíåå, ÷åì òðåõìåðíóþ àëãåáðó àâòîìîðôèçìîâ. Ò.å.
ãèïåðïîâåðõíîñòè ìîãóò áûòü ýêâèâàëåíòíû òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè îíè ïîïàëè â îäèí
êëàññ ïî ðàçìåðíîñòè àëãåáðû Ëè è èìåþò ñîâïàäàþùèé íàáîð çíà÷åíèé îïðåäåëÿþùèõ
ïàðàìåòðîâ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îïðåäåëÿþùèå ôóíêöèè , èìåþùèå ïðè t = 0 íóëü êðàòíîñòè s,
áîëüøåé, ÷åì åäèíèöà. Òàêóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü ëîêàëüíî ìîæíî çàäàòü óðàâíåíèåì

v = ur(|z|2) = u(σts + rs+1(ts) + . . . ).

Ïîäñòàíîâêà â (4) çíà÷åíèÿ z̄ = 0 ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî g(0, 0) = 0, äàåò

g(z, w) = b(w)w, ïðè÷åì Im b(u) = 0. (17)

Çàïèøåì f â âèäå

f(z, w) = c(w)z + f̃(z, w), ãäå f̃(z, w) =
∑

fj(w)wj ïðè j = 0, 2, 3, . . . (18)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â L = 0, âèäèì, ÷òî ïàðà ôóíêöèé (b, c) âõîäèò òîëüêî â äèàãîíàëüíûå
÷ëåíû (ò.å. áèñòåïåíåé (m,m)), à f̃ � òîëüêî â íåäèàãîíàëüíûå. Ðàâåíñòâî íóëþ âíåäèà-
ãîíàëüíîé ÷àñòè L = 0 ïîñëå äåëåíèÿ íà 2r′(|z|2)|z|4 äàåò

Re

(
f̃(z, w)

z

)
= 0 íà Γ.

Ïîñêîëüêó Γ â îáùåé òî÷êå íåâûðîæäåíà, òî îáðàùåíèå â íîëü âåùåñòâåííîé ÷àñòè ìåðî-
ìîðôíîé ôóíêöèè îçíà÷àåò, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ � ìíèìàÿ êîíñòàíòà, îòêóäà, â ñèëó âûáîðà
f̃ , ïîëó÷àåì, ÷òî f̃ = 0. Äèàãîíàëüíàÿ ÷àñòü � ýòî óñëîâèå íà (b, c). Åñëè b(w) =

∑
bjw

j,
c(w) =

∑
cjw

j � ðåøåíèå, òî ëþáàÿ ïàðà b(w) = bn+1w
n+1, c(w) = cnw

n � òîæå ðåøåíèå.
Ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëå èìååò âèä

2 Re

(
cnw

nz
∂

∂z
+ bn+1w

n+1 ∂

∂w

)
. (19)
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Çíà÷åíèþ b(w) = b0 ñîîòâåòñòâóåò c(w) = 0, íî ýòà ïàðà äàåò èçâåñòíîå ïîëå 2 Re
(
b0w

∂
∂w

)
.

Åñëè â ïàðå (bn+1, cn) çíà÷åíèå bn+1 = 0, èç óñëîâèÿ L = 0 ñëåäóåò, ÷òî cn = 0, ïîýòîìó,
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåùåñòâåííîå ÷èñëî bn+1 6= 0. Ïîñëå äåëåíèÿ, ìîæåì ïîëàãàòü, ÷òî
bn+1 = 1, ïðè ýòîì cn = K + iM . Â ðåçóëüòàòå, ïîñëå ïîäñòàíîâêè σ|z|2 = t ñîîòíîøåíèå
ïðèíèìàåò âèä

(1 + r(t)2 sin(nφ(t)) = 2r′(t)t(K cos(nφ(t))−M sin(nφ(t)). (20)

Åñëè çäåñü n = 0, òî K = 0 è ïîëå ïðèîáðåòàåò âèä

2 Re

(
iMz

∂

∂z
+ w

∂

∂w

)
,

÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìáèíàöèþ äâóõ èçâåñòíûõ ïîëåé âèäà (2). Ïîýòîìó ïîëàãàåì
n > 0. Èíòåãðèðóÿ óðàâíåèå (20), ïîëó÷àåì

2
K

n
ln(sin(nφ(t)))− 2Mφ(t) = ln(Ct), ãäå C = const,

èëè

sin(nφ(t)) = (Ct)
n

2K exp

(
Mn

K
φ(t)

)
.

Ñðàâíèâàÿ ìëàäøèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè, ïîëó÷àåì

nts = C
n

2K t
n

2K ,

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî K = n
2s
, à C = n

1
s . Â ðåçóëüòàòå ÷åãî ñîîòíîøåíèå ïðèíèìàåò âèä

sin(nφ(t)) = nts exp(2Msφ(t)). (21)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ r(t), à âìåñòå ñ íåé è φ(t) = arctg(r(t)) èìååò â íà÷àëå êîîðäèíàò
íîëü êðàòíîñòè s, òî φ ìîæíî çàïèñàòü êàê φ(t) = ψ(ts), ãäå ψ èìååò ðàçëîæåíèå

ψ(τ) = τ +
ψ2

2!
τ 2 +

ψ3

3!
τ 3 + . . . (22)

Òîãäà óðàâíåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ψ è ñîîòâåòñòâåííî r, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

sin(nψ(τ)) = nτ exp(2Msψ(τ)). (23)

Ýòî íåÿâíîå ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà (s ≥ 2, n ≥
1,M ∈ R) ðåêóððåíòíî âû÷èñëÿòü êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ψ = ψ(τ, s, n,M):

ψ2 = 4Ms, ψ3 = 36(Ms)2 + n2, . . . (24)

Åñëè â óðàâíåíèè íà ψ çàìåíèòü 2Ms íà ψ2

2
, òî ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

sin(nψ(τ)) = nτ exp

(
ψ

2
ψ(τ)

)
, (25)

êîòîðîå â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (7) íà φ ïðè s = 1 è ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî
îïðåäåëèòü ôóíêöèþ ψ(t) = ψ(t, s, n, ψ2).
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Åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ψ(τ, s1, n1,M1) = ψ(τ, s2, n2,M2), òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî s2 =
s1, ò.ê. ýòî êðàòíîñòü íóëÿ, ÷òî M2 = M1, ò.ê. ψ2 = 4Ms; è ÷òî n2 = n1, ò.ê. ψ3 =
36(Ms)2 +n2. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî íàáîð (σ, s, ψ2, ψ3) áèãîëîìîðôíî èíâàðèàíòåí, à îí
ðàçëè÷àåò âñå ïîëó÷åííûå ãèïåðïîâåðõíîñòè.

Èòàê, äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà (σ, s ≥ 2, n ≥ 1,M ∈ R) ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü âèäà v = ur(|z|2), êîòîðàÿ èìååò òðåõìåðíóþ àëãåáðó Ëè è
êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò äàííûì ýòîãî íàáîðà. À èìåííî ãèïåðïîâåðõíîñòü

v = u tg(σψ(|z|2s)), ãäå ψ = ψ(t, s, n, ψ2). (26)

Ïðè ýòîì òðåòüå ïîëå èìååò âèä

X3 = 2 Re

(
2n+ iψ2

4s
zwn

∂

∂z
+ wn+1 ∂

∂w

)
.

Âñå ïðî÷èå ãèïåðïîâåðõíîñòè âèäà v = ur(|z|2), ãäå ôóíêèÿ r èìååò ïðè t = 0 íîëü
êîíå÷íîé êðàòíîñòè áîëüøåé, ÷åì îäèí, èìåþò äâóìåðíóþ àëãåáðó Ëè. Ãèïåðïîâåðõíîñòè
âèäà v = ur(σ|z|2) ýêâèâàëåíòíû òîëüêî ïðè ïîëíîì ñîâïàäåíèè íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ
(σ, s, n, ψ2).

×òîáû äîáèòüñÿ åäèíîîáðàçèÿ êàê ïðè s > 1, òàê è ïðè s = 1, ìîæíî è èñõîäíîå óðà-
íåíèå çàïèñûâàòü â âèäå v = ur(σ|z|2s), ãäå r(τ) = t + r2

2
τ 2 + . . . , òîãäà r(τ) = tg(ψ(τ)), è

ïðè ýòîì ψ2 = r2 è ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò åñòåñòâåííî îáúåäèíÿåòñÿ ñî ñëó÷àåì (B) ïðè
s = 1. Ò.å. óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòîò ñëó÷àé ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð s, êîòî-
ðûé ïðèíèìàåò êàê çíà÷åíèå s = 1, òàê è s = 2, 3, . . . è îïèñûâàåò âñå ãèïåðïîâåðõíîñòè
ñ òðåõìåðíîé àëãåáðîé Ëè.

3 Èòîãè

Ãèïåðïîâåðõíîñòü Γ = {v = ur(|z|2)} ýêâèâàëåíòíà ãèïåðïëîñêîñòè â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà r ïîñòîÿííà. Â ýòîì ñëó÷àå aut Γ0 - áåñêîíå÷íîìåðíà.

Ïóñòü σ � ýòî ïàðàìåòð, êîòîðûé ïðèíèìàåò äâà çíà÷åíèÿ ±1. Òîãäà âñå ãèïåðïîâåðõ-
íîñòè óêàçàííîãî âèäà ñ êîíå÷íîìåðíûìè ñèììåòðèÿìè ðàñïàäàþòñÿ íà ÷åòûðå òèïà.

(AB) Ïÿòèìåðíóþ àëãåáðó Ëè èìåþò ãèïåðïîâåðõíîñòè âèäà Γ = {v = ur(σ|z|2)} ñ

r(t) = tg

(
1

2m
arcsin(2mt)

)
ïðè m = 1, 2, 3 . . .

Òðè äîïîëíèòåëüíûõ ïîëÿ èìåþò âèä

X3 = 2 Re

(
mzw2m ∂

∂z
+ w2m+1 ∂

∂w

)
,

X4 = 2 Re

(
wm(1 + 2imz2)

∂

∂z
+ 2izwm+1 ∂

∂w

)
,

X5 = 2 Re

(
wm(i+ 2mz2)

∂

∂z
+ 2zwm+1 ∂

∂w

)
.

Ïðè ýòîì âñå ïÿòü ïîëåé ïîïàëè â ñòàáèëèçàòîð, ïðè÷åì ÷åòûðå èç íèõ îáðàùàþòñÿ â íîëü
íà ïðÿìîé w = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîðîæäåííûå ïîëÿìè (X2, X3, X4, X5) ïðåîáðàçîâàíèÿ
îñòàâëÿþò êàæäóþ òî÷êó ýòîé ïðÿìîé íåïîäâèæíîé.
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Ïîâåðõíîñòü ýòîé ñåðèè êîäèðóåòñÿ äèñêðåòíîé ïàðîé (σ,m).
(A) ×åòûðåõìåðíóþ àëãåáðó Ëè èìåþò ãèïåðïîâåðõíîñòè âèäà Γ = {v = ur(σ|z|2)} ñ

r(t) = tg

(
− 1

r2

ln(1− r2t)

)
, ãäå r2 6= 0 èëè r(t) = tg(t).

Ïðè ýòîì äâà äîïîëíèòåëüíûõ ïîëÿ èìåþò âèä

X3 = 2 Re

(
(1− r2z

2)
∂

∂z
+ 2izw

∂

∂w

)
,

X4 = 2 Re

(
i(1 + r2z

2)
∂

∂z
+ 2zw

∂

∂w

)
.

Ïðè÷åì ñòàáèëèçàòîð äâóìåðíûé, ïîðîæäàåòñÿ (X1, X2). Îðáèòà íà÷àëà êîîðäèíàò �
ýòî îñîáàÿ ïðÿìàÿ: w = 0.

Ïîâåðõíîñòü ýòîé ñåðèè êîäèðóåòñÿ ïàðîé (σ, r2), ãäå r2 - âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð.
(B) Òðåõìåðíóþ àëãåáðó Ëè èìåþò ãèïåðïîâåðõíîñòè âèäà Γ = {v = ur(σ|z|2)}, òàêèå,

÷òî r(t) = tg(φ(ts)), ãäå φ � ýòî ðåøåíèå íåÿâíîãî ñîîòíîøåíèÿ

sin(nφ(t)) = nt exp
(r2

2
φ(t)

)
ïðè óñëîâèè, ÷òî ëèáî s > 1, ëèáî n � íå÷åòíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ëèáî r2 = 0. Ïðè
ýòîì òðåòüå ïîëå èìååò âèä

X3 = 2 Re

(
2n+ ir2

4s
zwn

∂

∂z
+ wn+1 ∂

∂w

)
è ñîäåðæèòñÿ â ñòàáèëèçàòîðå, êîòîðûé â ýòîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ ïîëíîé àëãåáðîé.

Ïîâåðõíîñòü ýòîé ñåðèè êîäèðóåòñÿ äèñêðåòíûì íàáîðîì (σ, s, n) è âåùåñòâåííûì ïà-
ðàìåòðîì r2.

(O) Âñå ïðî÷èå ãèïåðïîâåðõíîñòè òàêîãî âèäà èìåþò äâóìåðíóþ àëãåáðó Ëè, îáà ïîëÿ
ëåæàò â ñòàáèëèçàòîðå.

Òàêèì îáðàçîì, âñåãäà èìååò ìåñòî îöåíêà

dim aut Γ0 ≤ 5 , ïðè÷åì åñëè r′(0) = 0 , òî dim aut Γ0 ≤ 3.

Òàêàÿ æå îöåíêà îñòàåòñÿ è äëÿ ñòàáèëèçàòîðîâ

dim aut0 Γ0 ≤ 5 , ïðè÷åì åñëè r′(0) = 0 , òî dim aut0 Γ0 ≤ 3.

Ãèïåðïîâåðõíîñòè èç ñïèñêîâ (AB), (A), (B) ìîãóò áûòü ýêâèâàëåíòíû òîëüêî ïðè
ïîëíîì ñîâïàäåíèè íàáîðà îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ.

Íàëè÷èå ñåðèè ãèïåðïîâåðõíîñòåé (AB) ñ ïÿòèìåðíîé àëãåáðîé ïîêàçûâàåò, ÷òî íà-
ëè÷èå ïÿòèìåðíîãî ñòàáèëèçàòîðà åùå íå îçíà÷àåò, ÷òî ðîñòîê ñôåðè÷åí. Íî åñëè
âîïðîñ çàäàòü èíà÷å: ¾Âåðíî ëè, ÷òî ïîëíóþ âîñüìèìåðíóþ àëãåáðó èìååò òîëüêî ñôå-
ðà?¿, òî îòâåòà íà íåãî ó íàñ íåò.
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Âñå ïîëÿ èç àëãåáðû aut Γ ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè è, òåì ñàìûì, îïðåäåëåíû âî
âñåì ïðîñòðàíñòâå C2. Ñîîòâåòñòâóþùèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ èíòåãðèðóþòñÿ â
ìíîãîçíà÷íûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ. Ïðè÷åì âî âñåõ ñëó÷àÿõ, çà èñêëþ÷åíèåìX4 èX5

â (AB) ýòî äåéñòâèå äàåòñÿ ÿâíûì âûðàæåíèåì, à äëÿ ýòèõ ïîëåé äåéñòâèå îïðåäåëÿåòñÿ
èç íåÿâíîãî óðàâíåíèÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ.

Ñìåíà çíàêà σ íå îòðàæàåòñÿ íà àëãåáðå Ëè, ò.å.

aut{v = u(|z|2)} = aut{v = u(−|z|2)}

è ýòè ãèïåðïîâåðõíîñòè � äâå ðàçíûõ îðáèòû äåéñòâèÿ îäíîé ëîêàëüíîé ãðóïïû.
Âñå ãèïåðïîâåðõíîñòè ñåðèé (AB) è (A) ñôåðè÷íû âíå ïðÿìîé âûðîæäåíèÿ w = 0.

Âñå ãèïåðïîâåðõíîñòè ñåðèè (B) â òî÷êå îáùåãî ïîëîæåíèÿ îäíîðîäíû è ïîïàäàþò, òåì
ñàìûì, â ñïèñîê Ý.Êàðòàíà.

(AB) � ýòî äèñêðåòíàÿ ñåðèÿ è òàêèì îáðàçîì îíà íóëü-ìåðíà, (A) è (B) ñîäåðæàò
îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà, òèï (O) èìååò áåñêîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü.

È ïîñëåäíåå. Ýòè ÷åòûðå òèïà ãèïåðïîâåðõíîñòåé ïîðàçèòåëüíî íàïîìèíàþò èçâåñò-
íóþ êëàññèôèêàöèþ ëþäåé ïî ãðóïïàì êðîâè: (O), (A), (B), (AB). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî,
êàê è â ñëó÷àå ñ ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè òèïà (AB), ãðóïïà êðîâè (AB) ÿâëÿåòñÿ ñàìîé ðåä-
êîé. À åñëè ê ÷åòûðåì êëàññàì äîáàâèòü íàø ïàðàìåòð σ, êîòîðûé, êàê è ðåçóñ-ôàêòîð
Rh, ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ±, òî àíàëîãèÿ ñòàíîâèòñÿ ïîëíîé.

4 Ñèòóàöèÿ â C3

Åñëè Γ � âåùåñòâåííàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü â C3, òî ÷òî ìîæíî ñêàçàòü î ðàçìåðíîñòè
aut Γξ? Åñëè ðîñòîê Ëåâè-íåâûðîæäåííûé, òî êàê ýòî ñëåäóåò èç [2] ýòà ðàçìåðíîñòü íå
ïðåâîñõîäèò 15. Ïîýòîìó äàæå åñëè ðîñòîê âûðîæäåí, íî ïðåäñòàâëÿþùàÿ åãî ãèïåðïî-
âåðõíîñòü Ëåâè-íåâûðîæäåíà â îáùåé òî÷êå, à ó íàñ åñòü 16 ïîëåé, òî îíè îáÿçàíû áûòü
ëèíåéíî çàâèñèìûìè. Ò.å. ìû ïîëó÷àåì, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå ðàçìåðíîñòü íå âûøå 15-òè.
È âîîáùå, åñëè ðå÷ü èäåò î ïîëíîé àëãåáðå, òî îöåíêó ðàçìåðíîñòè ìîæíî ïðîâîäèòü â
òî÷êå îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ïðè÷åì åñëè ó íàñ åñòü õîòÿ áû 5 íåçàâèñèìûõ ïîëåé, òî â òî÷-
êàõ, ãäå îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû, êàê êàñàòåëüíûå âåêòîðà, ãèïåðïîâåðõíîñòü ëîêàëüíî
îäíîðîäíà. Ò.å. åñëè ìû èíòåðåñóåìñÿ ðîñòêàìè ñ àâòîìîðôèçìàìè ðàçìåðíîñòè 5 è âû-
øå, òî ìîæíî ãîâîðèòü òîëüêî îá îäíîðîäíûõ (â òî÷êå îáùåãî ïîëîæåíèÿ) ðîñòêàõ. Åñëè
ïðè ýòîì â îáùåé òî÷êå åñòü íåñôåðè÷íîñòü (ò.å. íåýêâèâàëåíòíîñòü îäíîé èõ äâóõ íåâû-
ðîæäåííûõ ãèïåðêâàäðèê), òî, êàê ïîêàçàë Ëîáîäà [7], ðàçìåðíîñòü íå ïðåâîñõîäèò 8.
Åñëè â îáùåé òî÷êå ôîðìà Ëåâè îäíîðîäíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè èìååò âûðîæäåíèå ðàíãà
îäèí, òî òàêîé ðîñòîê ïîïàäàåò â ñïèñîê Ôåëñà è Êàóïà [8], è ðàçìåðíîñòü íå ïðåâîñõîäèò
10. Åñëè ôîðìà Ëåâè èìååò ðàíã íîëü (åñëè íà îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå � çíà÷èò, è ïî-
âñþäó), òî ãèïåðïîâåðõíîñòü ëîêàëüíî ýêâèâàëåíòíà ãèïåðïëîñêîñòè è åå àâòîìîðôèçìû
áåñêîíå÷íîìåðíû.

Èòàê, àëüòåðíàòèâà òàêîâà: ëèáî ðàçìåðíîñòü áåñêîíå÷íà è ýòî ãèïåðïëîñêîñòü,
ëèáî îíà íå âûøå 15-òè.

Àëãåáðó Ëè ðàçìåðíîñòè 15 èìåþò îáå ãèïåðêâàäðèêè, ò.å.

Imw = |z1|2 + |z2|2 è Imw = |z1|2 − |z2|2

Ñòàáèëèçàòîð êàæäîé ãèïåðêâàäðèêè èìååò ðàçìåðíîñòü 10.
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Åäèíñòâåííàÿ íåâûðîæäåííàÿ íåñôåðè÷åñêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü èç ñïèñêà Ëîáîäû,
èìåþùàÿ 8-ìåðíûå àâòîìîðôèçìû, ýòî

v = (z1z̄2 + z2z̄1) + |z1|4

� ïîâåðõíîñòü Âèíêåëüìàíà. Åå ñòàáèëèçàòîð èìååò ðàçìåðíîñòü 3.
Ñâåòîâîé êîíóñ:

(Imw)2 = (Im z1)2 + (Im z2)

� åäèíñòâåííàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü èç ñïèñêà Ôåëñà è Êàóïà, èìåþùàÿ 10-ìåðíûå àâòî-
ìîðôèçìû. Îíà èìååò 5-ìåðíûé ñòàáèëèçàòîð.

Ìîæíî çàäàòü ðÿä âîïðîñîâ.

• Ñóùåñòâóþò ëè ðîñòêè ñî ñòàáèëèçàòîðàìè ðàçìåðíîñòåé îò 11 äî 15?

• Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ñòàáèëèçàòîð 10-ìåðíûé, òî ðîñòîê ñôåðè÷åí?

• Âåðíî ëè, ÷òî ÷òî ïîëíóþ 15-ìåðíóþ àëãåáðó èìåþò òîëüêî ñôåðè÷åñêèå ðîñòêè?

Åñëè ãèïåðïîâåðõíîñòü èìååò êîíå÷íûé òèï, òî åå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Γ = {Imw = Pm(z1, z̄1, z2, z̄2) +O(m+ 1)}, (27)

ãäå P � íåíóëåâàÿ îäíîðîäíàÿ ôîðìà ñòåïåíèm îò ñâîèõ 4 ïåðåìåííûõ áåç ãàðìîíè÷åñêèõ
÷ëåíîâ, à O(m+ 1) � ýòî ÷ëåíû âåñà m+ 1 è âûøå. Ãèïåðïîâåðõíîñòü

Q = {Imw = Pm(z1, z̄1, z2, z̄2)}

ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüíîé ïî îòíîøåíèþ ê ãèïåðïîâåðõíîñòÿì âèäà (27). Èìååòñÿ êàíîíè÷å-
ñêîå òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå aut0 Γ0 â aut0Q0. Ïîýòîìó áûëî áû ëþáîïûòíî âûÿñíèòü êà-
êèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçìåðíîñòü aut0Q0 äëÿ ðàçëè÷íûõ ôîðì Pm, êàêîâî åå
ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå è íà êàêèõ ôîðìàõ ðåàëèçóåòñÿ ýòîò ìàêñèìóì.

Ýòà ðàáîòà áûëà çàâåðøåíà â Êàíáåððå, â Íàöèîíàëüíîì àâñòðàëèéñêîì óíèâåðñèòå-
òå, êóäà àâòîð áûë ëþáåçíî ïðèãëàøåí ïðîôåññîðîì À.Èñàåâûì. Âî âðåìÿ ðàáîòû íàä
ñòàòüåé àâòîð èìåë ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ ñ À.Èñàåâûì è È.Êîññîâñêèì, çà ÷òî îí èì
èñêðåííå áëàãîäàðåí. Êîãäà ýòà ðàáîòà ãîòîâèëàñü ê ïå÷àòè, àâòîðó ñòàëî èçâåñòíî, ÷òî
ïðîô. Ëàìåëü èç Âåíñêîãî óíèâåðñèòåòà òàêæå ãîòîâèò ïóáëèêàöèþ ïî ãèïåðïîâåðõíî-
ñòÿì áåñêîíå÷íîãî òèïà â C2. Áûëî áû èíòåðåñíî ñðàâíèòü åãî ðåçóëüòàòû ñ òåìè, ÷òî
ïîëó÷åíû â ýòîé ðàáîòå.
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