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Â ðàáîòå ñòðîèòñÿ ïðèìåð âñþäó âûðîæäåííîé äåâÿòèìåðíîé âåùåñòâåííîé ïîâåðõíîñòè

â C7 òèïà (2,5) ñ 16-ìåðíîé ãðóïïîé ãîëîìîðôíûõ ñèììåòðèé è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

ìàêñèìóì ðàçìåðíîñòåé ãðóïï ãîëîìîðôíûõ ñèììåòðèé ïî âñåì âïîëíå íåâûðîæäåííûì

ìîäåëüíûì ïîâåðõíîñòÿì äàííîãî òèïà ðàâåí 14. Òàêèì îáðàçîì ìàêñèìóì ðàçìåðíîñòåé

ïî âñåì ðîñòêàì ñ êîíå÷íîìåðíûìè ãðóïïàìè äîñòèãàåòñÿ íà âûðîæäåííîé ïîâåðõíîñòè

è ïîñòðîåííàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ êîíòðïðèìåðîì ê ãèïîòåçå î ðàçìåðíîñòè, êîòîðàÿ

ïîäâåðãàåòñÿ êîððåêöèè.

Â ðàáîòå [1] ñ ðîñòêîì êàæäîãî âïîëíå íåâûðîæäåííîãî âåùåñòâåííîãî
ïîäìíîãîîáðàçèÿ êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà áûëà ñâÿçàíà êàñàòåëüíàÿ
âåùåñòâåííî ïîëèíîìèàëüíàÿ ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, íåêèé àíàëîã ñîïðèêàñàþùåãîñÿ
ïàðàáîëîèäà. Íàïðèìåð, åñëè èñõîäíûé ðîñòîê - ýòî ðîñòîê âåùåñòâåííîé
ãèïåðïîâåðõíîñòè âC2, çàäàííûé óðàâíåíèåì Im w = |z|2+ìîíîìû ñòåïåíè òðè è âûøå,
òî ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü - ýòî ïàðàáîëîèä, çàäàííûé óðàâíåíèåì Im w = |z|2,
ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíòíûé ñòàíäàðòíîé òðåõìåðíîé ñôåðå. Ìîäåëüíûå
ïîâåðõíîñòè çàìå÷àòåëüíû âî ìíîãèõ îòíîøåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà
ãîëîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè îáëàäàåò åñòåñòâåííîé
ñòðóêòóðîé ãðóïïû Ëè, ñàìà ýòà ïîâåðõíîñòü åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ
ñ ïîäãðóïïîé ýòîé ãðóïïû, à ëîêàëüíàÿ ãðóïïà ãîëîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ 05-01-0981 è ÍØ-
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ðîñòêà èñõîäíîé âïîëíå íåâûðîæäåííîé ïîâåðõíîñòè, ëîêàëüíî âêëàäûâàåòñÿ
â ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ ìîäåëüíîé. Ïðè ýòîì åñëè ïîâåðõíîñòü íå ñîâïàäàåò
ñî ñâîåé êàñàòåëüíîé ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòüþ, òî ýòî âëîæåíèå â êà÷åñòâå
ñîáñòâåííîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü
ñèììåòðè÷íåå èñõîäíîãî âïîëíå íåâûðîæäåííîãî ðîñòêà. Ýòî óòâåðæäåíèå
ïî÷òè àâòîìàòè÷åñêè ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ðîñòêè, âïîëíå íåâûðîæäåííûå
â òî÷êå îáùåãî ïîëîæåíèÿ, íî íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ðîñòêè, íå ÿâëÿþùèåñÿ
âïîëíå íåâûðîæäåííûìè âñþäó. Îäíàêî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðîñòêà âåùåñòâåííî
àíàëèòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ðàçìåðíîñòè d è êîðàçìåðíîñòè K áåç êàêèõ-
ëèáî ïðåäïîëîæåíèé î íåâûðîæäåííîñòè ïðåäñòàâëÿëàñü ïðàâäîïîäîáíîé
ñëåäóþùàÿ àëüòåðíàòèâà: ëèáî ðàçìåðíîñòü ëîêàëüíîé ãðóïïû áåñêîíå÷íà,
ëèáî îíà íå ïðåâîñõîäèò ìàêñèìóìà ðàçìåðíîñòåé ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé
òåõ æå ðàçìåðíîñòè è êîðàçìåðíîñòè (îí âñåãäà êîíå÷åí). Ýòà ãèïîòåçà,
êàê íåòðóäíî âèäåòü, ñïðàâåäëèâà äëÿ òðåõìåðíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé
â C2. Â [2], [3] îíà áûëà äîêàçàíà äëÿ ÷åòûðåõìåðíûõ è ïÿòèìåðíûõ
ïîâåðõíîñòåé âC3. Öåëü äàííîé ðàáîòû - ïîêàçàòü, ÷òî â äàííîé ôîðìóëèðîâêå
ãèïîòåçà íàðóøàåòñÿ äëÿ äåâÿòèìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé â C7.

Ïðèìåðîì òàêîé ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ â C7

óðàâíåíèÿìè

Im w1 = |z1|2, Im w2 = |z2|2, Im w3 = |z2|22 Re z2,

(1)

Im w4 = |z2|22 Im z2, Im w5 = |z2|4

Ýòà ïîâåðõíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìîäåëüíûõ
ïîâåðõíîñòåé: òðåõìåðíîé ñôåðû Im w1 = |z1|2 âC2 è øåñòèìåðíîé ìîäåëüíîé
ïîâåðõíîñòè â C5 âèäà

Im w2 = |z2|2, Im w3 = |z2|22 Re z, Im w4 = |z2|22 Im z, Im w5 = |z2|4 (2)

Ðàçìåðíîñòü ãðóïïû ïåðâîé ïîâåðõíîñòè, êàê õîðîøî èçâåñòíî, - âîñåìü
è âòîðîé ([4]) - òîæå âîñåìü. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ
åñòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï, íî, äàæå íå àïåëëèðóÿ ê ýòîìó, ìîæíî
óòâåðæäàòü, ÷òî åå ðàçìåðíîñòü íå ìåíüøå øåñòíàäöàòè.

Îáà ñîìíîæèòåëÿ èìåþò îäíîìåðíóþ êîìïëåêñíóþ êàñàòåëüíóþ, ò.å.
ïåðâàÿ - ýòî ïîâåðõíîñòü òèïà (1,1), à âòîðàÿ òèïà (1,4), òàêèì îáðàçîì èõ
ïðîèçâåäåíèå èìååò òèï (2,5). Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé
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íå ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòüþ òèïà (2,5), íàïðèìåð ïîòîìó, ÷òî
îíî íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåâûðîæäåííûì. Ïîëíàÿ íåâûðîæäåííîñòü îçíà÷àåò,
÷òî ðàñïðåäåëåíèå êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ïîëó÷àåòñÿ èç ðàñïðåäåëåíèÿ
êîìïëåêñíûõ êàñàòåëüíûõ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé âçÿòèÿ ñêîáîê âåêòîðíûõ
ïîëåé ñïîñîáîì, îïòèìàëüíûì â ñëåäóþùåì ñìûñëå: êàæäîå ïðèñîåäèíåíèå
íîâûõ êîììóòàòîðîâ äàåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå óâåëè÷åíèå ðàçìåðíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ (äî âûõîäà íà ïîëíóþ ðàçìåðíîñòü).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì, ÷òîáû ïîëó÷èòü èç êîìïëåêñíî äâóìåðíîé
êîìïëåêñíîé êàñàòåëüíîé äîïîëíèòåëüíûå ïÿòü ðàçìåðíîñòåé íàäî âçÿòü
÷åòûðå îäíîêðàòíûå ñêîáêè è îäíó äâóêðàòíóþ. Ïðè÷åì âïîëíå íåâûðîæäåííàÿ
ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü òèïà (2,5) èìååò ñëåäóþùèé âèä

Im w1 = |z1|2, Im w2 = |z2|2, Im w3 = 2 Re z1z̄2, Im w4 = 2 Im z1z̄2, (3)

Im w5 = 2 Re Φ(z, z, z̄),

ãäå Φ(z, z, z̄) ïðîèçâîëüíûé íå ðàâíûé òîæäåñòâåííîìó íóëþ âåùåñòâåííûé
ìíîãî÷ëåí îò (z1, z2, z̄1, z̄2) áèñòåïåíè (2,1), ò.å. ñòåïåíè 2 ïî ãîëîìîðôíûì
ïåðåìåííûì è ñòåïåíè 1 ïî àíòèãîëîìîðôíûì.

Âñå ìîäåëüíûå ïîâåðõíîñòè ãîëîìîðôíî îäíîðîäíû, ïîýòîìó âîïðîñ
î ðàçìåðíîñòè ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î ðàçìåðíîñòè
ñòàáèëèçàòîðà òî÷êè. Â ÷àñòíîñòè, óòâåðæäåíèÿ î ðàçìåðíîñòÿõ ãðóïï
íàøèõ ñîìíîæèòåëåé ýêâèâàëåíòíû òîìó, ÷òî ñòàáèëèçàòîð ïåðâîé èìååò
ðàçìåðíîñòü ïÿòü, à âòîðîé äâà. Áûëî áû íå òðóäíî ïîêàçàòü, èñõîäÿ
íåïîñðåäñòâåííî èç îïèñàíèÿ àëãåáðû Ëè [5], ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïå
ïîâåðõíîñòè 3, ÷òî àëãåáðà ñòàáèëèçàòîðà ñîñòîèò òîëüêî èç íóëåâîé
ãðàäóèðîâàííîé êîìïîíåíòû, ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé ïîäãðóïïå ñòàáèëèçàòîðà.
Íî, ê ñ÷àñòüþ, ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå â îáùåì âèäå (äëÿ âñåõ
êóáè÷åñêèõ ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé) íåäàâíî áûëî äîêàçàíî È.Êîññîâñêèì
[6] è ìû ìîæåì íà íåãî ñîñëàòüñÿ. Òàêèì îáðàçîì èíòåðåñóþùèé íàñ
ñòàáèëèçàòîð èçîìîðôåí ïîäãðóïïå L ãðóïïû GL(2,C), ñîñòîÿùåé èç
ïðåîáðàçîâàíèé {z 7→ Cz}, ñîõðàíÿþùèõ ìíîãî÷ëåí Φ(z, z, z̄) ñ òî÷íîñòüþ
äî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ, ò.å. Φ(Cz,Cz, C̄z̄) = ρΦ(z, z, z̄). Åñëè â êà÷åñòâå
λ âçÿòü λ = ρ1/3 è ïîëîæèòü C = λA, òî óñëîâèå íà ïîäãðóïïó L ïðèìåò
âèä Φ(Az, Az, Āz̄) = Φ(z, z, z̄), ò.å. íàøà ãðóïïà - ýòî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
R∗ íà ïîäãðóïïó L0, ñîñòîÿùóþ èç ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèéC2, ñîõðàíÿþùèõ
Φ(z, z, z̄). Àëãåáðà Ëè, ñîîòâåòâñòâóþùàÿ L0, îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
âèäà

2Φ(az, z, z̄) + Φ(z, z, az) = 0 (4)
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Äëÿ òîãî ÷òîáû àíàëèçèðîâàòü ýòî ñîîòíîøåíèå ïîëîæèì Φ(z, z, z) =
φ1(z, z)z̄1 + φ2(z, z)z̄2, ãäå φ1 è φ2 äâå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû îò äâóõ
ïåðåìåííûõ. Óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè îçíà÷àåò, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç
ýòèõ ôîðì íå ðàâíà íóëþ òîæäåñòâåííî. Ñîîòâåòñòâóþùèå èì áèëèíåéíûå
ôîðìû çàïèøåì êàê φj(z, ζ) = Pjz1ζ1+Qj(z1ζ2+z2ζ1)+Rjz2ζ2, ãäå j = 1, 2,

à ýëåìåíòû ìàòðèöû A îáîçíà÷èì

(
x1 x2

x3 x4

)
, òîãäà ïîäñòàâëÿÿ âñå

ýòî â óñëîâèå (4) è îòäåëÿÿ êîýôôèöèåíòû ïðè øåñòè ìîíîìàõ íàøåé
êóáè÷åñêîé ôîðìû, ïîëó÷àåì

2P1x1 + 2Q1x3 + P1x̄1 + P2x̄3 = 0

Q1x1 + R1x3 + Q1x4 + P1x2 + Q1x̄1 + Q2x̄3 = 0

2Q1x2 + 2R1x4 + R1x̄1 + R2x̄3 = 0

2P2x1 + 2Q2x3 + P1x̄2 + P2x̄4 = 0

P2x2 + Q2x1 + Q2x4 + R2x3 + Q1x̄2 + Q2x̄4 = 0

2Q2x2 + 2R2x4 + R1x̄2 + R2x̄4 = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî âåùåñòâåííàÿ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ýòîé
âåùåñòâåííî ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî âîñüìè ïåðåìåííûõ
(âåùåñòâåííûõ è ìíèìûõ ÷àñòåé x1, x2, x3, x4) íå ïðåâîñõîäèò ÷åòûðåõ,
ïðè óñëîâèè, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç øåñòè êîìïëåêñíûõ êîýôôèöèåíòîâ
(P1, Q1, R1, P2, Q2, R2) îòëè÷åí îò íóëÿ.

Åñëè P1 6= 0, òî èç ïåðâîãî è âòîðîãî óðàâíåíèÿ x1 è x2 âûðàæàþòñÿ
÷åðåç x3 è x4 è ðàçìåðíîñòü, òåì ñàìûì, íå âûøå ÷åòûðåõ. Ñèììåòðè÷íûì
îáðàçîì åñëèR2 6= 0, òî èç øåñòîãî è ïÿòîãî óðàâíåíèé x4 è x3 âûðàæàþòñÿ
÷åðåç x1 è x2 è ðàçìåðíîñòü, òàêæå, íå âûøå ÷åòûðåõ. Ïóñòü òåïåðü
P1 = R2 = 0 è ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä

2Q1x3 + P2x̄3 = 0

Q1x1 + R1x3 + Q1x4 + Q1x̄1 + Q2x̄3 = 0

2Q1x2 + 2R1x4 + R1x̄1 = 0

2P2x1 + 2Q2x3 + P2x̄4 = 0

P2x2 + Q2x1 + Q2x4 + Q1x̄2 + Q2x̄4 = 0

2Q2x2 + R1x̄2 = 0

Òîãäà, åñëè Q1 6= 0, òî èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ âûðàæàåì x4 ÷åðåç x1 è
x3, à èç òðåòüåãî - x2, ò.å. ðàçìåðíîñòü íå âûøå ÷åòûðåõ. Ñèììåòðè÷íî
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åñëè Q2 6= 0, òî èç ïÿòîãî óðàâíåíèÿ âûðàæàåì x1 ÷åðåç x2 è x4, à èç
÷åòâåðòîãî - x3, è ðàçìåðíîñòü òîæå íå âûøå ÷åòûðåõ. Ïóñòü òåïåðü
Q1 = Q2 = 0, òîãäà ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä

P2x̄3 = 0

R1x3 = 0

2R1x4 + R1x̄1 = 0

2P2x1 + P2x̄4 = 0

P2x2 = 0

R1x̄2 = 0

èç êîòîðîãî ñðàçó âèäíî, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäèí èç îñòàâøèõñÿ ïàðàìåòðîâ
P2 èëè R1 îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ðàçìåðíîñòü íå âûøå ÷åòûðåõ.

Ðàçìåðíîñòü ÷åòûðå ðåàëèçóåòñÿ, íàïðèìåð, â ñëó÷àå, åñëè P1 = 1, à
âñå îñòàëüíûå ïàðàìåòðû ðàâíû íóëþ, ò. å. äëÿ ôîðìû âèäà Φ(z, z, z̄) =
z2
1 z̄1. Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåðíîñòü ñòàáèëèçàòîðà òî÷êè ó ýòîé ïîâåðõíîñòè
ðàâíà 1+4=5, à ðàçìåðíîñòü ïîëíîé ãðóïïû ýòî 9+1+4 = 14. Èòàê,
ðåçþìèðóÿ ïîëó÷àåì

Òåîðåìà: Ðàçìåðíîñòü ñòàáèëèçàòîðà òî÷êè â ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ
âïîëíå íåâûðîæäåííîãî ðîñòêà òèïà (2, 5) íå ïðåâîñõîäèò ïÿòè, à ðàçìåðíîñòü
ïîëíîé ãðóïïû - ÷åòûðíàäöàòè. Ýòà îöåíêà òî÷íà, îíà ðåàëèçóåòñÿ äëÿ
ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè ñ Φ(z, z, z̄) = z2

1 z̄1.

Ñòàíäàðòíûì ðàññóæäåíèåì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îöåíêà 14 îñòàåòñÿ
ñïðàâåäëèâîé è äëÿ ðîñòêîâ âïîëíå íåâûðîæäåííûõ ëèøü â òî÷êå îáùåãî
ïîëîæåíèÿ. Äðóãèì ñòàíäàðòíûì ðàññóæäåíèåì, àïåëëèðóþùèì ê ôîðìàëüíîé
íîðìàëüíîé ôîðìå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ó âïîëíå íåâûðîæäåííîãî
àíàëèòè÷åñêîãî ðîñòêà ðàçìåðíîñòü ñòàáèëèçàòîðà íà ìàêñèìóìå, ò.å.
ðàâíà 5, òî ðîñòîê ýêâèâàëåíòåí ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè óêàçàííîãî âèäà.

Èòàê, ãèïîòåçà, â ïðåæíåé ôîðìóëèðîâêå, îêàçàëàñü íåâåðíîé. À âîïðîñ
îñòàëñÿ. Êàêîé êëàññ ïîâåðõíîñòåé ôèêñèðîâàííîãî CR-òèïà ïðåòåíäóåò
íà ðîëü ñàìûõ ñèììåòðè÷íûõ? Âîò íîâàÿ ðåäàêöèÿ, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ
åñòåñòâåííîé, â ñâåòå ïîñòðîåííîãî ïðèìåðà.

Ìàêñèìóì ðàçìåðíîñòåé ëîêàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ ïî âñåì ðîñòêàì

ôèêñèðîâàííîãî CR-òèïà ñ êîíå÷íîìåðíûìè àâòîìîðôèçìàìè äîñòèãàåòñÿ

íà ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ ëèáî ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòüþ, ëèáî

ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìîäåëüíûõ.
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