
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ ÌÎÄÓËÅÉ
ÌÎÄÅËÜÍÛÕ ÂÅÙÅÑÒÂÅÍÍÛÕ ÏÎÄÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈÉ

Â.Ê. ÁÅËÎØÀÏÊÀ

Àííîòàöèÿ. Âïîëíå íåâûðîæäåííîìó ðîñòêó âåùåñòâåííîãî
ïîäìíîãîîáðàçèÿ ôèêñèðîâàííîãî CR-òèïà (n, K) êîìïëåêñíîãî
ïðîñòðàíñòâà â ðàáîòå [6] ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå åãî êàñàòåëüíàÿ
ïîëèíîìèàëüíàÿ ìîäåëü. Â äàííîé ðàáîòå ñòðîèòñÿ ïðîñòðàíñòâî
ìîäóëåé M(n, K) ñîâîêóïíîñòè ïîëèíîìèàëüíûõ ìîäåëåé, ò.å.
ïðîñòðàíñòâî, ïàðàìåòðèçóþùåå ãîëîìîðôíî íåýêâèâàëåíòíûå
ïîëèíîìèàëüíûå ìîäåëè. Ïîñòðîåííîå ïðîñòðàíñòâî ïðèìåíÿåòñÿ
äëÿ ïîñòðîåíèÿ CR-õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ.

1.Ââåäåíèå Êàæäîìó ðîñòêó âïîëíå íåâûðîæäåííîãî âåùåñòâåííîãî
ïîäìíîãîîáðàçèÿ êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
åãî ïîëèíîìèàëüíàÿ ìîäåëü [6]. Ýòî ñîîòâåòñòâèå (ðîñòîê �> ìîäåëü)
ãîëîìîðôíî èíâàðèàíòíî. Ïðè ýòîì ãîëîìîðôíîé ýêâèâàëåíòíîñòè
ðîñòêîâ ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ìîäåëüíûõ
ïîâåðõíîñòåé. Ôàêòîðèçàöèÿ ñîâîêóïíîñòè ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé
ôèêñèðîâàííîãî òèïà ïî äåéñòâèþ ëèíåéíîé ãðóïïû ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé - îáúåêò çàìå÷àòåëüíûé âî ìíîãèõ
îòíîøåíèÿõ. Åãî ãåîìåòðèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãåîìåòðèþ âñåãî
äàííîãî CR-òèïà â öåëîì. Íåòðèâèàëüíîñòü åãî òîïîëîãè÷åñêîãî
ñòðîåíèÿ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íà ïðîèçâîëüíîì âïîëíå íåâûðîæäåííîì
ïîäìíîãîîáðàçèè ðÿä íîâûõ õàðàêòåðèñòèê (CR-õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
êëàñû), èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ãëàäêèõ èçîòîïèé.

2.Ïðèìåð. Ñàìàÿ ìàëîìåðíàÿ ñèòóàöèÿ, äëÿ êîòîðîé äàííîå
ïîñòðîåíèå ñîäåðæàòåëüíî ýòî 6-ìåðíîå âåùåñòâåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå
5-ìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü M êàê ðàç òàêîå âïîëíå
íåâûðîæäåííîå [6] ìíîãîîáðàçèå, ò.å. ãëàäêîå (Ñ∞) ïîäìíîãîîáðàçèå,
êîòîðîå â îêðåñòíîñòè êàæäîé ñâîåé òî÷êè çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè âèäà

Im w1 = |z|2 + F1(z, z̄, Re w1,Re w2,Re w3,Re w4),
Im w2 = |z|2 + 2 Re z2z̄ + F2(z, z̄, Re w1,Re w2,Re w3,Re w4),
Im w3 = |z|2 + 2 Im z2z̄ + F3(z, z̄,Re w1,Re w2,Re w3,Re w4)

Im w4 = 2Re(az3z̄) + b|z|4 + F4(z, z̄,Re w1,Re w2,Re w3,Re w4)
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ãäå a êîìïëåêñíîå ÷èñëî, b -âåùåñòâåííîå, (a, b) 6= 0, ïðè÷åì
âåëè÷èíà, Fj(tz, tz̄, t2 Re w1, t

3 Re w2, t
3 Re w3, t

4 Re w4) äëÿ j = 1 åñòü
o(t2), äëÿ j = 2, 3 åñòü o(t3), à äëÿ j = 4 åñòü o(t4) (ýòè óñëîâèÿ
íèæå ìû ïðîèíòåðïðåòèðóåì â òåðìèíàõ íåêîòîðîé ãðàäóèðîâêè).
Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî òàêîå ìíîãîîáðàçèå èìååò 1-ìåðíóþ êîìïëåêñíóþ
êàñàòåëüíóþ, êîðàçìåðíîñòü 4 è ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì. Òî, ÷òî
ìíîãîîáðàçèå èìååò òàêîå ëîêàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå, ýòî äåéñòâèòåëüíî
óñëîâèå òèïà óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè. Ò.å. â ïðîñòðàíñòâå çíà÷åíèé
4-ñòðóé â òî÷êå ðîñòêè, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó óñëîâèþ, ýòî
îòêðûòîå ïëîòíîå ìíîæåñòâî, à åãî äîïîëíåíèå - ñîáñòâåííîå
àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî. Óñëîâèå ïîëíîé íåâûðîæäåííîñòè èìååò
ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ: ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà Ëåâè-Òàíàêè
èìååò ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ, â äàííîé ñèòóàöèè, äëèíó ðàâíóþ
÷åòûðåì.
Âåùåñòâåííî àëãåáðàè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü Q(M)

Im w1 = |z|2, Im w2 = |z|2 + 2 Re z2z̄, Im w3 = |z|2 + 2 Im z2z̄

Im w4 = 2Re(az3z̄) + b|z|4

ìû íàçûâàåì êàñàòåëüíîé ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòüþ ìíîãîîáðàçèÿ
M â òî÷êå, ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëó êîîðäèíàò. Äëÿ íàñ âàæíî
òî, ÷òî ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü íå åäèíñòâåííà, îíà çàâèñèò îò
òðåõ âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ. Äåéñòâèå ëîêàëüíûõ ãîëîìîðôíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé íà ïîâåðõíîñòü M ïîðîæäàåò ëèíåéíîå äåéñòâèå â
òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âåùåñòâåííûõ ïîëèíîìîâ óêàçàííîãî âèäà.
Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå âîçíèêàåò äåéñòâèå GL(1, C) ⊕ GL(1, R), êîòîðîå
âûãëÿäèò òàê, åñëè (reiθ, ρ) ∈ GL(1, C)⊕GL(1, R), òî

(reiθ, ρ)(a, b) = r4ρ−1(ae2iθ, b).

Ýòî äåéñòâèå ìîæíî ðàññìîòðåòü, êàê äåéñòâèå U(1) íà RP2 âèäà

(Re a : Im a : b) 7→ (Re(e2iθ)a : Im(e2iθa) : b)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âåùåñòâåííî ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ |a|2/b2

ðàçäåëÿåò îðáèòû îáùåãî ïîëîæåíèÿ ýòîãî äåéñòâèÿ, ïîýòîìó (ñì.[1]) ýòà
ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùåé ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ýòîãî
äåéñòâèÿ. Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåò ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå RP2 â RP1

âèäà
(Re a : Im a : b) 7→ (|a|2 : b2).

Îáðàçîì ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âñå ïðîñòðàíñòâîRP1. Â ñèëó ÷åãî
ìû íàçûâàåì åãî ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåé ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé äëÿ
ìíîãîîáðàçèé òàêîãî òèïà è îáîçíà÷àåì M. Òî÷êè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà,
êîòîðîå òîïîëîãè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòü, íàõîäÿòñÿ â
åñòåñòâåííîì âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ñîâîêóïíîñòüþ îðáèò
íàøåãî äåéñòâèÿ.
Êîëü ñêîðî ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé óñòðîåíî

òîïîëîãè÷åñêè íåòðèâèàëüíî, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ýòî äëÿ
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îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ CR-õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ íà
ìíîãîîáðàçèè òèïà (1, 4). Åñëè M - âïîëíå íåâûðîæäåííîå ìíîãîîáðàçèå
òèïà (1, 4) ξ - åãî òî÷êà, Mξ - ðîñòîê M â òî÷êå ξ, Q(Mξ) - êàñàòåëüíàÿ
ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ê Mξ, òî êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé

ξ ∈ M 7→ Mξ 7→ Q(Mξ) 7→ òî÷êà ìíîãîîáðàçèÿM

êàíîíè÷åñêè îïðåäåëÿåò "ãàóññîâî"îòîáðàæåíèå

Γ : M 7→ M(n, K).

Ãðóïïà îäíîìåðíûõ êîãîìîëîãèé îêðóæíîñòè H1(M(1, 4),Z) ∼=
Z, è åñëè ω - åå îáðàçóþùàÿ, òî ôîðìà Ω, èíäóöèðîâàííàÿ
îòîáðàæåíèåì Γ íà M , ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôîðìó èíâàðèàíòíóþ
îòíîñèòåëüíî ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé, à ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ
îäíîìåðíûõ êîãîìîëîãèé M èíâàðèàíòåí â êëàññå ãëàäêèõ èçîòîïèé â
îáúåìëþùåì ïÿòèìåðíîì êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå. Ãåîìåòðè÷åñêèé
ñìûñë ýòîãî èíâàðèàíòà ÿñåí: ýòî ñòåïåíü îïðåäåëåííîãî âûøå ½ãàóññîâà“
îòîáðàæåíèÿ.
3. Ñîîòâåòñòâèå ½ðîñòîê �> ìîäåëü" Ïðåæäå ÷åì ðàññìîòðåòü

îáùèé ñëó÷àé, íàïîìíèì, âêðàòöå, ñõåìó ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ
½ðîñòîê �> ìîäåëü"(äåòàëè ñì.[6]). Ïóñòü Mξ - ýòî ðîñòîê ãëàäêîãî
âåùåñòâåííîãî ïîðîæäàþùåãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ êîìïëåêñíîãî
ïðîñòðàíñòâà, n - êîìïëåêñíàÿ ðàçìåðíîñòü êîìïëåêñíîé êàñàòåëüíîé,
K - âåùåñòâåííàÿ êîðàçìåðíîñòü, ` - äëèíà ãðàäóèðîâàííîé
àëãåáðû Ëåâè-Òàíàêè, òîãäà n + K - ýòî ðàçìåðíîñòü îáúåìëþùåãî
êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïàðà (n, K) íàçûâàåòñÿ òèïîì. Òèï,
äëÿ âïîëíå íåâûðîæäåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò
äëèíó. Ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ïðîèçâîëüíîãî òèïà (n, K) ñòðîèòñÿ
â ðåçóëüòàòå ðåêóððåíòíîãî ïðîöåññà. Íà ïåðâîì øàãå ïðåìåííîé
z ∈ Cn ïðèñâàèâàåòñÿ âåñ 1. Äàëåå èäåò ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ
íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äàííûõ. Âîò ñïèñîê äàííûõ ñ íîìåðîì
m: ïðÿìîå ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ âåñà m â ñóììó
ïðîñòðàíñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ ôîðì Hm è åãî äîïîëíåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
íîðìàëèçîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ âåñà m - CHm, km ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà CHm, ïðîñòðàíñòâî Ckm ñ êîîðäèíàòàìè wm = um + ivm

âåñà m. Ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ íà `-ì øàãå, ãäå ` äëèíà àëãåáðû
Ëåâè-Òàíàêè. Óñëîâèåì îêîí÷àíèÿ ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ ïîïàäàíèå
êîðàçìåðíîñòè K â äèàïàçîí

k2 + · · ·+ k`−1 < K ≤ k2 + · · ·+ k`

Ïðè ýòîì èçáûòî÷íàÿ êîðàçìåðíîñòü k = K − (k2 + · · · + k`−1) ìîæåò
èçìåíÿòüñÿ â ïðåäåëàõ îò 1 äî k`. Â ðåçóëüòàòå ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü
òèïà (n, K) ýòî âåùåñòâåííî àëãåáðàè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü Q = Q(Mξ) â
Cn ⊕ Ck2 ⊕ · · · ⊕ Ck`−1 ⊕ Ck, çàäàííàÿ ñîîòíîøåíèÿìè
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(1)

v2 = Φ2(z, z̄)
· · ·

vj = Φj(z, z̄, u2, . . . , uj−1)
· · ·

v`−1 = Φ`−1(z, z̄, u2, . . . , u`−2)
v` = Φ`(z, z̄, u2, . . . , u`−1)

èëè ïðîñòî v = Φ(z, z̄, u). Çäåñü êîîðäèíàòû Φj ïðè j = 2, ..., ` − 1 -ýòî
âåùåñòâåííûé áàçèñ (ïðîèçâîëüíûé) ïðîñòðàíñòâà CHj , à êîîðäèíàòû
Φ` - ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ýëåìåíòû CH`. Ëþáîé âïîëíå íåâûðîæäåííûé
ðîñòîê îáðàòèìîé ïîëèíîìèàëüíîé çàìåíîé ìîæåò áûòü ïðèâåäåí ê âèäó

v2 = Φ2(z, z̄) + O(3)
· · ·

v`−1 = Φ`−1(z, z̄, u2, . . . , u`−2) + O(`)
v` = Φ`(z, z̄, u2, . . . , u`−1) + O(` + 1)

ãäå O(m) - ýòî ñóììà ìîíîìîâ âåñà m è âûøå. Åñëè äâå ìîäåëüíûå
ïîâåðõíîñòè, ò.å. ïîâåðõíîñòè âèäà (1), ñ íàáîðàìè ïðàâûõ ÷àñòåé

Φ = (Φ2, ...,Φ`) è Φ̃ = (Φ̃2, ..., Φ̃`) ãîëîìîðôíî ýêâèâàëåíòíû, òî îíè
ýêâèâàëåíòíû ëèíåéíî, ïðè÷åì òàêîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò
âèä

z 7→ Cz, w2 7→ ρ2w2, ..., w` 7→ ρ`w`,

ãäå C ∈ GL(n, C), ρ2 ∈ GL(k2, R), ..., ρ` ∈ GL(k`, R) è äëÿ âñåõ j = 2, ...`
âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

Φj(Cz, Cz, ρ2u2, ..., ρj−1uj−1) = ρjΦ̃j(z, z̄, u2, ..., uj−1)(2)

Îáîçíà÷åíèå: Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ âèäà < A3B2C >
ïîëàãàÿ, â äàííîì ñëó÷àå, ÷òî ýòî âåêòîðçíà÷íàÿ ôîðìà (ðàçìåðíîñòü
- èç êîíòåêñòà) îäíîðäíàÿ òðåòüåé ñòåïåíè ïî A, âòîðîé ïî B è ïåðâîé
ïî C ñ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè êîîðäèíàòàìè, Åñëè êîîðäèíàòû ôîðìû
ñîñòàâëÿþò áàçèñ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà, ìû áóäåì ïèñàòü
[A3B2C].
Ïîêàæåì êàê âûãëÿäÿò ìîäåëüíûå ïîâåðõíîñòè äëÿ íåñêîëüêèõ

ìëàäøèõ çíà÷åíèé `.
Ïðè ` = 2 ýòî õîðîøî èçâåñòíûå ïîâåðõíîñòè âèäà

Im w2 =< zz̄ >,
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ãäå w2 ∈ CK . Îíè îáñëóæèâàþò êîðàçìåðíîñòè â äèàïàçîíå
1 ≤ K ≤ n2. Ýòîò ñëó÷àé îòëè÷àåòñÿ îò âñåõ îñòàëüíûõ
òåì, ÷òî óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè, êðîìå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè
êîîðäèíàòíûõ ýðìèòîâûõ ôîðì, äîïîëíèòåëüíî âêëþ÷àåò óñëîâèå
òðèâèàëüíîñòè ÿäðà (åñëè e 6= 0, òî < z, ē > íå åñòü òîæäåñòâåííûé
íóëü).
Äëÿ ` = 3

Im w2 = [zz̄]
Im w3 = 2Re < z2z̄ >

Çäåñü, ðàçìåðíîñòü w2 ðàâíà n2, w3 ∈ CK−k2 , k3 = n2(n+1), äèàïàçîí
êîðàçìåðíîñòåé k2 + 1 ≤ K ≤ k2 + k3.
Äëÿ ` = 4

Im w2 = [zz̄]
Im w3 = 2Re[z2z̄]

Im w4 = 2Re(< z3z̄ > + < z2z̄2 >)

wj ∈ Ckj , j = 2, 3, w4 ∈ Ck, k4 = n2(n + 1)(7n + 11)/12, 1 ≤ k ≤ k4,
k2 + k3 + 1 ≤ K ≤ k2 + k3 + k4.
Äëÿ ` = 5

Im w2 = [zz̄]
Im w3 = 2Re[z2z̄]

Im w4 = 2Re[z3z̄] + [z2z̄2]
Im w5 = 2Re(< z4z̄ > + < z3z̄2 > + < z2z̄ u2 >)

wj ∈ Ckj , j = 2, 3, 4, w5 ∈ Ck,
k5 = n2(n + 1)(15n2 + 11n + 10)/12,
k2 + k3 + k4 + 1 ≤ K ≤ k2 + k3 + k4 + k5.

4. Ïîñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç CH =
CH(n, K) ïðîñòðàíñòâî âèäà CHk2

2 ⊕ ... ⊕ CHk`−1

`−1 ⊕ CHk
` , ãäå ïîä V m

ïîíèìàåì ïðÿìóþ ñóììó m ýêçåìïëÿðîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V .
Òîãäà ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé âñåâîçìîæíûõ ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé
òèïà (n, K) - ýòî ýëåìåíòû CH. Òî÷íåå, åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå
óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè, ýòî CH∗ - îòêðûòàÿ ïëîòíàÿ ÷àñòü CH.
Ìîäåëüíûå ïîâåðõíîñòè ãîëîìîðôíî ýêâèâàëåíòíû â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, åñëè ïðàâûå ÷àñòè, ò.å. ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà CH∗ ïðèíàäëåæàò
îäíîé îðáèòå ñëåäóþùåãî äåéñòâèÿ ãðóïïû GL(n, C) ⊕GL(k2, R) ⊕ ... ⊕
GL(k`−1, R)⊕GL(k, R)
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Φ2(z, z̄) 7→ ρ−1
2 Φ2(Cz, Cz)(3)

. . .

Φj(z, z̄, u2, ..., uj−1) 7→ ρ−1
j Φj(Cz, Cz, ρ2u2, ..., ρj−1uj−1)

Φ`(z, z̄, u2, ..., u` − 1) 7→ ρ−1Φ`(Cz, Cz, ρ2u2, ..., ρ`−1u`−1)

Íî äåéñòâèå GL(kj , R) ïðè j = 2, ..., ` − 1 íà áàçèñàõ ïðîñòðàíñòâà
CHj ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì. Ïîýòîìó åñëè îòìåòèòü â êàæäîì èõ ýòèõ
ïðîñòðàíñòâ íåêîòîðûé áàçèñ è ñ÷èòàòü, ÷òî îòìå÷åííûé áàçèñ îñòàåòñÿ
íåïîäâèæíûì,òî ïðè ôèêñèðîâàííîì C ñîîòíîøåíèÿ (2) îäíîçíà÷íî
ðàçðåøèìû îòíîñèòåëüíî ρ2, ...ρ`−1. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç τj(C)
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñîîòíîøåíèÿ Φj(Cz, Cz, ρ2u2, ..., ρj−1uj−1) =
ρjΦj(z, z̄, u2, ..., uj−1) îòíîñèòåëüíî ρj , òî ìû âèäèì, ÷òî C 7→ τj(C)
ýòî íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå GL(n, C) â GL(kj , R). Òåïåðü ñòàíîâèòñÿ
ÿñíî, ÷òî îáèòû äåéñòâèÿ (3) íàõîäÿòñÿ â åñòåñòâåííîì ñîîòâåòñòâèè ñ
îðáèòàìè äåéñòâèÿ GL(n, C)⊕GL(k, R) âèäà

Φ`(z, z̄, u2, ..., u`−1) 7→ ρ−1Φ`(Cz, Cz, τ2(C)u2, ..., τ`−1(C)u`−1)(4)

íà ïðîñòðàíñòâå (CHk
` )
∗, ò.å. ïðîñòðàíñòâå íàáîðîâ èç k ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ CH`,
×òîáû ñäåëàòü åùå îäèí øàã çàìåòèì, ÷òî åñëè ìû âìåñòî íàáîðà

èç k ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ CH` ðàññìîòðèì ïîðîæäåííîå
èìè k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â CH`, òî íàøè îðáèòû åñòåñòâåííî
îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ îðáèòàìè, äåéñòâèÿ GL(n, C) íà âåùåñòâåííîì
ãðàññìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè Grk(CH`), èíäóöèðîâàííîãî äåéñòâèåì (4).
È ïîñëåäíåå. Âåùåñòâåííûå ñêàëÿðíûå ðàñòÿæåíèÿ, ñîäåðæàòñÿ â ÿäðå
äåéñòâèÿ (4), ïîýòîìó ìîæíî îò ãðóïïû GL(n, C) ïåðåéòè ê ïîäãðóïïå
G ìàòðèö C, ò.÷.|det C| = 1.

Îïèñàííîå äåéñòâèå - ýòî âïîëíå òðàäèöèîííûé îáúåêò èçó÷åíèÿ
êëàññè÷åñêîé òåîðèè èíâàðèàíòîâ [1]. Ïóñòü F - ïîëå ðàöèîíàëüíûõ
ôóíêöèé íà Grk(CH`), à FG - ïîäïîëå ôóíêöèé, èíâàðèàíòíûõ
îòíîñèòåëüíî îïèñàííîãî äåéñòâèÿ G. Ýòè ïîëÿ êîíå÷íî ïîðîæäåíû
íàä R. Áîëåå òîãî, ïîëå FG ñîäåðæèò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ
R1, ..., Rs, êîòîðûå ðàçäåëÿþò îðáèòû îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ýòè
âåùåñòâåííî ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè îïðåäåëÿþò ðàöèîíàëüíîå
îòîáðàæåíèå Grk(CH`) â RPs. Ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü îáðàç ýòîãî
ýòîãî îòîáðàæåíèÿ [2]. Ýòî è åñòü òî ìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå ìû áóäåì
íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåé è îáîçíà÷àòüM(n, K).
Êàê è â ðàçîáðàííîì â íà÷àëå ïðèìåðå, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü

êàíîíè÷åñêîå "ãàóññîâî"îòîáðàæåíèå. Åñëè M - âïîëíå íåâûðîæäåííîå
ìíîãîîáðàçèå ξ - åãî òî÷êà, Mξ - ðîñòîê M â òî÷êå ξ, Q(Mξ) - êàñàòåëüíàÿ
ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ê Mξ, òî ãàóññîâî îòîáðàæåíèå Γ : M 7→ M(n, K)
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îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ

ξ ∈ M 7→ Mξ 7→ Q(Mξ) 7→ òî÷êà ìíîãîîáðàçèÿM

Íàëè÷èå êàíîíè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ Γ ïîçâîëÿåò ïåðåíîñèòü ñM(n, K)
íà M ëþáûå êîâàðèàíòíûå êîíñòðóêöèè. Â ÷àñòíîñòè, öåëî÷èñëåííûå
êîãîìîëîãèè M. Êîãîìîëîãèè M ïåðåíåñåííûå íà M ñ ïîìîùüþ G
îïðåäåëÿþò íà ëþáîì ãëàäêîì âïîëíå íåâûðîæäåííîì ìíîãîîáðàçèè
"CR-õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû". Ýòè êëàññû, î÷åâèäíî, èíâàðèàíòíû
ïî îòíîøåíèþ ê ãëàäêèì èçîòîïèÿì, íå íàðóøàþùèì ïîëíîé
íåâûðîæäåííîñòè.
5. Ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà

ìîäóëåé îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ îðáèòû îáùåãî ïîëîæåíèÿ,
êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, åñòü ðàçíîñòü ðàçìåðíîñòè ãðóïïû è
ðàçìåðíîñòè ñòàáèëèçàòîðà òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ [1]. Ðàçìåðíîñòü
ãðóïïû GL(n, C) ⊕ GL(k, R) ðàâíà, î÷åâèäíî, 2n2 + k2. Ýòà ãðóïïà
äåéñòâóåò íà ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè k`k. Ðàçìåðíîñòü îðáèòû ýòîãî
äåéñòâèÿ ðàâíà ðàçìåðíîñòè ãðóïïû ìèíóñ ðàçìåðíîñòü ñòàáèëèçàòîðà
òî÷êè ýòîé îðáèòû. Ðàçìåðíîñòü ñòàáèëèçàòîðà ðàâíà ðàçìåðíîñòè
àëãåáðû Ëè ñòàáèëèçàòîðà. Óðàâíåíèÿ, çàäàþùèå ýòó àëãåáðó - ýòî
ëèíåéíûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ, ÷üè êîýôôèöèåíòû ëèíåéíî çàâèñÿò
îò êîýôôèöèåíòîâ ñòàðøåé ôîðìû Φ`. Òàêèì îáðàçîì âîçíèêàåò
ñèñòåìà âëîæåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà CH`,
ñòðàòèôèöèðóþùèõ åãî ïî ðàçìåðíîñòè ñòàáèëèçàòîðà. Íà îòêðûòîì
ïëîòíîì ïîäìíîæåñòâå CH` çíà÷åíèå ñòàáèëèçàòîðà ïðèíèìàåò
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå. Îáîçíà÷èì ýòó âåëè÷èíó ÷åðåç DS è áóäåì
íàçûâàòü ðàçìåðíîñòüþ ñòàáèëèçàòîðà îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Òîãäà ìîæíî
óòâåðæäàòü, ÷òî îòêðûòîå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî CH` ñëîèòñÿ íà
îðáèòû ðàçìåðíîñòè 2n2 + k2 − DS. Ýòî ñåìåéñòâî îðáèò çàâèñèò,
î÷åâèäíî, îò k`k− (2n2 +k2−DS) ïàðàìåòðîâ. Âåëè÷èíó DS âû÷èñëèòü
íåñëîæíî. Åñëè k = k`, òî DS = 2n2 ïðè âñåõ `. Åñëè ` = 2, òî DS
çàâèñèò îò k = 1, ..., n2 cëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè k = 1, n2 − 1, òî
DS = n2 +1; åñëè k = 2, n2−2, òî ñëó÷àé n = 1 ñëåäóåò èç ðàññìîòðåíèÿ
èñêëþ÷èòü â ñèëó óñëîâèÿ k ≤ n2, åñëè n = 2, òî DS = 4, à åñëè n ≥ 3,
òî DS = n + 1, åñëè æå k = 3, ..., n2 − 3, òî DS = 2. Åñëè òåïåðü ` > 2 è
k < k`, òî DS = 1. Â èòîãå ïîëó÷àåì
Óòâåðæäåíèå 1:

Åñëè ` = 2 è n = 1 èëè 2, òîM - òî÷êà è ðàçìåðíîñòü íóëü.
Åñëè ` = 2, n ≥ 3, k = 1, n2−1, n2, òîM - òî÷êà è ðàçìåðíîñòü íóëü.
Åñëè ` = 2, n ≥ 3, k = 2, n2 − 2, òî dimM = n− 3.
Åñëè ` = 2 è k = 3, ..., n2 − 3 , òî dimM = n2(k − 2) + 2− k2;
Åñëè ` ≥ 3 è k < k`, òî dimM = k`k + 1− (2n2 + k2).
Åñëè k = k`, òîM - òî÷êà è ðàçìåðíîñòü íóëü.

Åñëè çàôèêñèðîâàòü çíà÷åíèå n è ðàññìàòðèâàòü âîçðàñòàþùèå îò
åäèíèöû è äàëåå çíà÷åíèÿ K, òî òèïû ìíîãîîáðàçèé îáúåäèíÿþòñÿ
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â íåêèå ïåðèîäû, êîòîðûå íóìåðóþòñÿ çíà÷åíèÿìè `. Íàðÿäó ñ
ïðåäñòàâëåíèåì ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè êàê òî÷êè â ãðàññìàíîâîì
ìíîãîîáðàçèè k-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà ôîðì ñòàðøåé
ñòåïåíè CH` ìîæíî ðàññìîòðåòü äâîéñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå. À èìåííî,
ïðåäñòàâëåíèå â âèäå òî÷êè â ãðàññìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (k` − k)-
ìåðíûõ ïëîñêîñòåé â ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ ôóíêöèé íà CH`, ò.å.
â äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñòðîèòñÿ íà îñíîâå
êàíîíè÷åñêîãî ñîîòâåòñòâèÿ:
(k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî) 7→
(k`−k)-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëÿþùèõ ýòó
ïëîñêîñòü.
Â ðåçóëüòàòå êàæäûé ïåðèîä äåëèòñÿ íà ½ñèììåòðè÷íûå“ ïàðû òèïîâ:
(n, k2 + ... + k`−1 + k) ↔ (n, k2 + ... + k`−1 + (k`− k). Ïðè îòîæäåñòâëåíèè
ïðîñòðàíñòâà ñ åãî äâîéñòâåííûì ïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé
ñèììåòðè÷íûõ òèïîâ îòîæäåñòâëÿþòñÿ. Ò.î.ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 2:M(n, k2 + ...+k`−1 +k) ∼= M(n, k2 + ...+k`−1 +(k`−k)).

Ïåðèîä çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà èçáûòî÷íàÿ êîðàçìåðíîñòü k äîñòèãàåò
ìàêñèìàëüíîãî, â ðàìêàõ äàííîãî ïåðèîäà, çíà÷åíèÿ k = k` è K ïðè
ýòîì åñòü k2 + ... + k`. Ýòîò òèï åñòåñòâåííî íàçâàòü ïîñëåäíèì òèïîì
ïåðèîäà. Ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü äëÿ ïîñëåäíåãî òèïà - åäèíñòâåííà è
M(n, k2 + ... + k`) - òî÷êà (óòâåðæäåíèå 1).

6. Åùå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ. Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèå n = 1 è
ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ìëàäøèõ çíà÷åíèé K. Íàøó ½ïåðèîäè÷åñêóþ
òàáëèöó“ îòêðûâàåò ïåðèîä ñ íîìåðîì ` = 2. Ýòîò ïåðèîä ñîñòîèò
èç åäèíñòâåííîãî òèïà (1, 1). Ïðè K = 1 ïîëíàÿ íåâûðîæäåííîñòü
ìíîãîîáðàçèÿ ñîâïàäàåò ñ Ëåâè-íåâûðîæäåííîñòüþ è ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
â îêðåñòíîñòè êàæäîé ñâîåé òî÷êè ξ îíî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî
ëîêàëüíûìè óðàâíåíèÿìè âèäà:

Im w2 = |z|2 + O(3)

(âåñà ìîíîìîâ ñ÷èòàåì òàê: [z] = 1, [w2] = 2). Ò.å. òàêàÿ ïîâåðõíîñòü
ëîêàëüíî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê âîçìóùåíèå åäèíñòâåííîé
ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè Im w2 = |z|2 è ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé - ýòî,
êîíå÷íî, òî÷êà. Ñëåäóþùèé ïåðèîä ñ ` = 3 ñîñòîèò èç äâóõ òèïîâ -
(1, 2) è (1, 3). Ìîäåëüíûå ïîâåðõíîñòè

Im w2 = |z|2, Im w3 = |z|2 Re z

è

Im w2 = |z|2, Im w1
3 = |z|2 Re z, Im w2

3 = |z|2 Im z

òàêæå åäèíñòâåííû. Ïåðèîä ñ ` = 4 ñîñòîèò èç òðåõ òèïîâ (1, 4), (1, 5) è
(1, 6). Ïåðâûé èç íèõ íàìè óæå ðàññìîòðåí è ìû çíàåì, ÷òîM(1, 4) = S1.
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Òèï (1, 5) ñèììåòðè÷åí òèïó (1, 4) è, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2 ïðîñòðàíñòâî
M(1, 5) ýòî òîæå S1. Òèï (1, 6) - ïîñëåäíèé â ïåðèîäå èM(1, 6) - òî÷êà.
Ñëåäóþùèé (` = 5) ïåðèîä ñîäåðæèò øåñòü òèïîâ îò (1, 7) äî (1, 12).

Ëîêàëüíî óðàâíåíèå âïîëíå íåâûðîæäåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ òèïà (1, 7)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Im w2 = |z|2 + O(3),
Im w1

3 = |z|2 Re z + O(4), Im w2
3 = |z|2 Im z + O(4)

Im w1
4 = 2Re(z3z̄) + O(5), Im w2

4 = 2 Im(z3z̄) + O(5), Im w3
4 = |z|4 + O(5),

Im w5 = 2Re(az4z̄ + b3z̄2 + cu2z
2z̄) + O(6),

ãäå íèæíèé èíäåêñ êîîðäèíàòû ðàâåí åå âåñó; a, b, c - ýòî êîìïëåêñíûå
÷èñëà è (a, b, c) 6= 0. Íà âåùåñòâåííî øåñòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
ïàðàìåòðîâ ãðóïïà GL(1, C)⊕GL(1, R) äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(reiθ, ρ)(a, b, c) =
r5

ρ
(e3iθa, eiθb, eiθc)

èëè, åñëè ïåðåéòè ê RP5 ñ êîîðäèíàòàìè (Re a : Im a : Re b : Im b : Re c :
Im c), òî äåéñòâèå ñâîäèòñÿ ê äåéñòâèþ U(1) âèäà

(eiθ)(a, b, c) = (e3iθa, eiθb, eiθc)

Îðáèòû îáùåãî ïîëîæåíèÿ ðàçäåëÿåò ïàðà êîìïëåêñíî ðàöèîíàëüíûõ
ôóíêöèé a/b3 è c3/b3. Ýòè ôóíêöèè îïðåäåëÿþò îòîáðàæåíèå RP5 â
CP2 âèäà

(a, b, c) 7→ (a : b3 : c3)
È ìû ìîæåì â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåéM(1, 7) ìû ìîæåì âçÿòü
îáðàç ýòîãî îòîáðàæåíèÿ, ò.å. CP2. Óòâåðæäåíèå 2 ïîçâîëÿåò íàïèñàòü,
÷òîM(1, 11) = M(1, 7) = CP2.
Îòíîñèòåëüíî äàëüíåéøåãî ìû îãðàíè÷èìñÿ ïîäñ÷åòîì ðàçìåðíîñòåé

äî ïåðèîäîâ ñ ` = 2, 3, 4, 5, 6, 7. Ñòðîêè òàáëèöû óïîðÿäî÷åíû
ïàðàìåòðîì K, êîòîðûé ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 35, ïåðèîäû
îòìå÷åíû äâîéíûì ðàçäåëèòåëåì.

n = 1
K 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

dim M 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
dimM 0 0 0 1 1 0 4 7 8 7 4 0 6 11 14 15 14 11

19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37
6 0 13 25 35 43 49 53 55 55 53 49 43 35 25 13 0

Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî ïåðâûé ðàç çíà÷åíèå dimM = 25 ïðåâûøàåò
çíà÷åíèå dim M = 24 ïðè K = 22, ò.å. äëÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ C23

òèïà (1, 22) è ýòî ñîîòíîøåíèå ñîõðàíÿåòñÿ ïî÷òè âåñü 7-é ïåðèîä. Äëÿ
ñëåäóþùèõ ïåðèîäîâ èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ëèøü ïîñëåäíèå òèïû.

Âîò äâà ïåðèîäà ` = 2 è ` = 3 äëÿ n = 2.
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K 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
dim M 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
dimM 0 0 0 0 4 13 20 25 28 29 28 25 20 13 4 0

Ïåðâûé ðàç çíà÷åíèå dimM = 13 ïðåâûøàåò çíà÷åíèå dim M = 10
ïðè K = 6, ò.å. äëÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ C8 òèïà (2, 6).

À âîò òå æå äâà ïåðèîäà ` = 2 è ` = 3 äëÿ n = 3.

K 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
dim M 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
dimM 0 0 2 4 4 2 0 0 0 18 51 82 111 138 163 186 207

18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31
24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37
226 243 258 271 282 291 298 303 306 307 306 303 298 291

32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45
38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51
282 271 238 243 226 207 186 163 138 111 82 51 18 0

Ïåðâûé ðàç çíà÷åíèå dimM = 18 ïðåâûøàåò çíà÷åíèå dim M = 16
ïðè K = 10, ò.å. äëÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ C13 òèïà (3, 10).

Âåëè÷èíà k` ýòî ïîëèíîì îò n, êîòîðûé èìååò ñòåïåíü íå íèæå `.
Òàêèì îáðàçîì ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî äëÿ ïîäàâëÿþùåãî áîëüøèíñòâà
òèïîâ ðàçìåðíîñòü M çíà÷èòåëüíî âûøå, ÷åì ðàçìåðíîñòü ñàìîãî
ìíîãîîáðàçèÿ M , êîòîðàÿ ðàâíà 2n + K. Ýòî, ïî-âèäèìîìó, îçíà÷àåò,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèå M îáùåãî ïîëîæåíèÿ îäíîçíà÷íî
(ñ òî÷íîñòüþ äî ãîëîìîðôíîé ýêâèâàëåíòíîñòè) âîññòàíàâëèâàåòñÿ
ïî ñâîåìó ãàóññîâó îáðàçó. Ò.å. ñîâïàäåíèå ãàóññîâà îáðàçà äëÿ
òàêèõ ìíîãîîáðàçèé ýòî êðèòåðèé ãîëîìîðôíîé ýêâèâàëåíòíîñòè
(íåîáõîäèìîñòü - î÷åâèäíà). Îáùåå ïîëîæåíèå íàäî ïîíèìàòü êàê
ìàêñèìàëüíîñòü ðàíãà ãàóññîâà îòîáðàæåíèÿ. Äëÿ âñåõ ãîëîìîðôíî
îäíîðîäíûõ ìíîãîîáðàçèé, ò.å. ìíîãîîáðàçèé ñ òðàíçèòèâíûì äåéñòâèåì
ãðóïïû ãîëîìîðôíûõ ñèìììåòðèé, ãàóññîâ îáðàç - òî÷êà, ò.å. ãàóññîâî
îòîáðàæåíèå èìååò íóëåâîé ðàíã. Òàêîâû, â ÷àñòíîñòè, ñàìè ìîäåëüíûå
ïîâåðõíîñòè.
Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ìîæíî ñíàáäèòü êàêîé-ëèáî ìåòðèêîé, ïîñëå

÷åãî íà âñåõ ìíîãîîáðàçèÿõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ äàííîãî òèïà áóäåò
èíäóöèðîâàíà èíâàðèàíòíàÿ ìåòðèêà.

Ìíîãîîáðàçèÿ êîðàçìåðíîñòè 2, ò.å. ïîäìíîãîîáðàçèÿ òèïà (n, 2)
ïðîñòðàíñòâà Cn+2 íà÷èíàÿ ñ n = 2 ïîïàäàþò â ìëàäøèé ïåðèîä c ` = 2.
Ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ïðîâåäåíà â [5].
Ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ýòîãî òèïà èìååò âèä

Im w1 =< z, z̄ >1, Im w2 =< z, z̄ >2
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ãäå < z, z̄ >1 è < z, z̄ >2 - äâå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ýðìèòîâû
ôîðìû â Cn áåç îáùåãî ÿäðà è (H1,H2) - èõ ìàòðèöû. Ïðîñòðàíñòâî
ìîäóëåé M(n, 2) â ýòîì ñëó÷àå íàõîäèòñÿ â åñòåñòâåííîì ñîîòâåòñòâèè
ñ ïðîåêòèâíûìè êëàññàìè âåùåñòâåííûõ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ.
Ïðîåêòèâíî íåýêâèâàëåíòíûå íàáîðû èç n ðàçëè÷íûõ òî÷åê CP1 -
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ çíà÷åíèé (t1 : t2) ∈ CP1, ò.å. êîðíåé óðàâíåíèÿ
det(t1H1 + t2H2) = 0 ïàðàìåòðèçóþò M(n, 2). M(2, 2) è M(3, 2)
- ýòî òî÷êè. Â ñèòóàöèè (4, 2) ìû ïîëó÷àåì íàáîð èç ÷åòûðåõ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ çíà÷åíèé. È åñëè ν - ýòî äâîéíîå îòíîøåíèå (äëÿ
êàêîé-ëèáî íóìåðàöèè), à

j =
(ν2 − ν + 1)2

ν2(ν − 1)2

- j-èíâàðèàíò, òî âûðàçèâ j ÷åðåç ýëåìåíòû H1 è H2 ìû ïîëó÷èì
åäèíñòâåííóþ îáðàçóþùóþ ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ èíâàðèàíòîâ è M(4, 2)
ýòî RP1, ò.å. îêðóæíîñòü.
Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ òèïîâ (n, K) íà÷àëüíîãî ïåðèîäà ` = 2, ò.å. äëÿ

K ≤ n2, ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì èç K ýðìèòîâûõ
ìàòðèö ïîðÿäêà n - (H1, . . . ,HK). È òîãäà ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé
îêàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì ïðîåêòèâíûì êëàññàì âåùåñòâåííî
àëãåáðàè÷åñêèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé ñòåïåíè n â RPK−1 - det(t1H1 + · · ·+
tKHK) = 0. Íàïðèìåð, åñëè n = K = 3, òî ýòî ïðîåêòèâíûå êëàññû
âåùåñòâåííûõ êóáè÷åñêèõ êðèâûõ â CP2. Êàê èçâåñòíî [3], òàêàÿ êðèâàÿ
îáùåãî ïîëîæåíèÿ ïðèâîäèòñÿ ê íîðìàëüíîé ôîðìå Âåéåðøòðàññà

t22t3 = t31 + pt1t
2
3 + qt33

. Òàêèì îáðàçîì, âûðàæàÿ p è q ÷åðåç ýëåìåíòû (H1,H2,H3) ìû ïîëó÷èì
äâå îáðàçóþùèå ïîëÿ èíâàðèàíòîâ.

Àâòîð áëàãîäàðåí Ý.Á.Âèíáåðãó, Í.Ã.Êðóæèëèíó è
Ñ.Þ.Íåìèðîâñêîìó, ñ êîòîðûìè îí èìåë ðÿä ïëîäîòâîðíûõ îáñóæäåíèé.
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