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В. К. БЕЛОШАПКА 

ФУНКЦИИ, ПЛЮРИГАРМОНИЧЕСКИЕ НА МНОГООБРАЗИИ 

1. В в е д е н и е . Пусть u(zu . . . , zN) — плюригармоническая в об­
ласти DaCN функция, т. е. u^Cz(D) и удовлетворяет в этой области 
системе уравнений 

d 2 " A 1 XT 

dzp d2q 

Легко проверить, что вещественная часть любой голоморфной в D 
функции плюригармонична в D. Известно также ('), что для всякой 
функции и, плюригармонической в односвязной области, найдется функ­
ция v такая, что f=u + iv будет голоморфна в ней. 

Для дальнейшего нам понадобится следующее 
О п р е д е л е н и е 1. Пусть М есть многообразие класса С1, и — 

функция на М. Будем называть и функцией, плюригармонической на 
М, если в некоторой окрестности каждой точки |&М существует функ­
ция v такая, что f=u + iv является в этой окрестности С/?-функцией, 
т. е. удовлетворяет касательным уравнениям Коши — Римана 
(см. (6)). 

Это определение представляется нам естественным, так как если 
М — подмногообразие Д а и — сужение на М функции и, плюригар­
монической в D, то и будет плюригармонична на М. 

В работах (2) и (3) приводятся условия, обеспечивающие плюригар-
моничность функции на сфере. 

Авторы работы (4) показали, что для плюригармоничности функции 
и на гиперповерхности Г необходимым и достаточным является суще­
ствование функции а такой, что 

dp f\dcP / \ ddcu - a dp Л dcP Д ddcP, 

dp Д ddcu = dp / \ da /\ dc P + a dp Д ddcP, 

где p — функция, определяющая гиперповерхность, т. е. Г = { р = 0 } , d 
и dc — вещественная и мнимая части оператора д, а и есть какое-либо 
продолжение и в окрестность Г. 

Здесь будет показано, что класс функций, плюригармонических на 
многообразии произвольной коразмерности, можно охарактеризовать 
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как совокупность решений некоторой системы линейных дифференци­
альных уравнений с частными производными. Наш подход отличается 
от подхода, использованного в работе (4), главным образом тем, что 
он не связан с конкретным вложением многообразия в комплексное 
пространство, а использует лишь С/?-структуру на нем. Задача, как и 
в случае одного комплексного переменного, состоит в исключении мни­
мой части функции из уравнений Копти — Римана. 

Мы покажем, что при довольно общих предположениях относи­
тельно многообразия М это сделать можно. Полученная система до­
вольно громоздка в своем общем виде, но в ряде частных случаев по­
лучает компактную запись. Такая запись возможна, если многообразие 
обладает некоторой системой векторных полей с простыми коммутаци­
онными соотношениями. Порядок этой системы зависит от многообра­
зия М. Если М — семейство комплексно аналитических многообразий, 
то этот порядок равен двум. Для гиперповерхности с невырожденной 
формой Леви он равен трем. В общем же случае он может быть сколь 
угодно высок. 

Наконец отметим, что если М является границей строго псевдовы­
пуклой области Q, то наши условия — это, по сути дела, условия, обес­
печивающие возможность продолжения и до функции, плюригармони-
ческой в й. 

2. О п р е д е л е н и я и п о д г о т о в и т е л ь н ы е у т в е р ж д е н и я . 
Прежде чем перейти к дальнейшему, договоримся о следующем. Все 
многообразия, функции и векторные поля мы будем предполагать бес­
конечно дифференцируемыми, а многообразия, кроме того,— вложен­
ными в комплексное пространство; особо оговаривать это мы не 
будем. 

Пусть М — многообразие размерности d, ТгМ — касательное про­
странство в точке | , а НгМ — его комплексная часть, т. е. Я|М==Г5МП 
ГУ(ТУИ), гДе / — оператор умножения на i в касательном расслоении 
объемлющего комплексного пространства. 

Обозначим через LM совокупность векторных полей X на М таких, 
что Х(1) ^НгМ для всех 1^М. Пусть / ( = С или R. 

О п р е д е л е н и е 2. Набор векторных полей Хи . . . , Хп на М мы 
будем называть системой /(-образующих LM, если выполняются сле­
дующие эквивалентные условия: 

(а) для любой точки 1^М /(-линейная оболочка {X^l), . . . , Хп(1)} 
совпадает с НгМ; 

({$) для любого поля X^LM существует набор /(-значных функций 
п 

ftf . . . , f„ таких, что Х= ^ fhXh. 

Если Хи . . . , Хп — система С-образующих LM, то Хи . . . , Хп, 
Yu . . . , У„, где Yk—JXh, есть система R-образующих LM. Далее, 
в любой координатной окрестности D произвольного многообразия М, 
очевидно, имеются системы /(-образующих для LD. 
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Рассмотрим расширяющуюся последовательность линейных про­
странств 

L* = LM^L1^ L* +\L\ L% ..., Lp+1 = Lp + [Lp, Lp], . . . , 

где Lp+i образовано полями вида Z+[X, У], причем X, У, Z^Lp
t a 

[X, У] =XY—YX — коммутаторная скобка. Положим Lp (|) = 
= {те7уИ :%=Х(1) для какого-либо X^LP}. Отметим, что L°(g) = 
=Н%М и что М является CR-многообразием, если dim L°(Q = const. 
В связи с этим приведем следующее 

О п р е д е л е н и е 3. Многообразие М назовем СТ^-многообразием 
порядка р, если dim Ьр(^) не зависит от g. 

О п р е д е л е н и е 4. Многообразие М будем 'называть ^-стабиль­
ным, если цепочка UaDa . . . стабилизируется, начиная с q-то места, 
т. е. Lq=Lq+i = . . . , но для p<q Lp^Lp+i. 

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть многообразие М q-стабильно. Тогда: 
(кх) Lq есть алгебра Ли относительно операции [, ] ; 
(•Р) если Хи . . . , Хп, Уь . . . , Уя — система ^.-образующих LM=L°, 

то существует система ^-образующих Lq вида Хи . . . , Хп, Yif....., Ул, 
6i, . . . , вто, где поля в ь . . . , 0W получены из полей Хи . . . , Хп, Уь . . . 
. . . , Yn с помощью операций сложения и взятия скобки; 

(у) максимальная длина цепочек вложенных скобок вида |[[[ ] ] ] 
в выражении @h через Xi9..., Хп, У 4 , . . . , У„ равна q. 

Утверждение (а) непосредственно следует из определения, утверж­
дения ({$) и (у) доказываются индукцией до р. 

Мы будем писать ®k=Pk(Xu ..., Хп, Уь . . . , Уп), лде Рл— схема 
расстановки скобок и полей. Например, 

е 2 =да , y j , [х2,у2]]. 
Отметим, что из (у) следует, что формальный порядок Рк как диф­

ференциального оператора не превосходит 2q. Под формальным поряд­
ком оператора мы понимаем число последовательных дифференциро­
ваний в его записи через око-бки, т. е. [Хи У4] имеет порядок два, 
[ [ В Д ] , [Х2У2]] - четыре, [X^XJ,]] - три и т. д. 

П р е д л о ж е н и е 2. Пусть М есть q-стабильное CR-многообразие 
порядка q размернрсти d и r=dim Lq(l). Тогда у каждой точки 1^М 
есть окрестность Z), в которой 

мпо= и мь 
/e=Rd-r 

где Mtlf]Mt2=0 при ЪФЬ и каждое Mt является многообразием, при­
чем имеет место следующее условие согласованности: 

НгМг = НгМ для любой точки l^Mt. (S) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из утверждения (а) предложения 1 следу­
ет, что Lq есть вполне интегрируемая дифференциальная система раз­
мерности г. Применяя теорему Фробеннуса [см. (5)], получаем, что в 
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окрестности D произвольной точки многообразие М расслаивается на 
(d—г) -параметрическое семейетро интегральных многообразий Mti 
лричем TlMt = Lq(l). Но 

НгМ - L° © (Z Lq (I) П J (Lg ©) CZTtMClJ (TiM) - НгМ, 
поэтому 

L*(l)nJ(L*{t))=HtM, 

а это и значит, что имеет место свойство (S). Т 
В качестве следствия 'получаем известный результат. 
С л е д с т в и е . Пусть Г — гиперповерхность в CN, чья форма Леей 

тождественно равна нулю, тогда Г локально расслаивается на комп­
лексные гиперповерхности. 

П р е д л о ж е н и е 3. Пусть М и D — те же, что и в предложении 2. 
Тогда функция и плюригармонична на Mf]D в том и только в том слу­
чае, когда и плюригармонична на каждом многообразии Mt. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (S) следует, что функция / является 
CR-функцией на Mf]D в том и только том случае, когда f есть CR-
функция .на каждом многообразии Mt. После этого утверждение непо­
средственно следует из определения 1. Т 

Предложение 3 показывает, что основным для нашего исследования 
будет тот случай, когда r=d. 

О п р е д е л е н и е 5. Назовем многообразие М (невырожденным по­
рядка q, если М есть CR-многообразие порядка q и L*(g)=7\M для 
всех 1^М. 

Покажем, что невырожденность многообразия в смысле формы 
Леви влечет за собой невырожденность порядка один. 

Форма Леви многообразия М определяется так. Пусть Хи . . . , Хп, 
У4, . . . , Yn — система R-образующих LM, а векторные поля в ь . . . , 6 т 
образуют дополнительную систему, т. е. ^ ( g ) , . . . , Хп(1), ^ i ( l ) , ••• 
• • •, Уп(1)у ®i(5)» • • •, ©m(£) есть базис в ТгМ для всех 1^М. Положим 
тогда 

&(X,X)=7t([X,JX])t 

где Х^ЬМ и я есть проекция ТгМ на подпространство N^M, порожден­
ное в 4 ( | ) , . . . , в т (5 ) . 

П р е д л о ж е н и е 4. Если NMrzLM + 3?(LM), т. е. форма Леви 
во всех точках невырожденна, и ЫМфО, то М невырождено порядка 
один. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По условию Qk=X+n([Y, /У]), где X, У ^ 
EELM, но {У, /У]=л( [У , JY])+X\ где X'<=LM, поэтому вк=Х—Х'.+ 
+{У, /У], т. е. SkczL\ а это значит, что L4(g) =ТгМ. 

П р и м е р ы. (а) Пусть М4 есть комплексно аналитическое мно­
гообразие, т. е. ТгМ = НгМ. Тогда Mi невырождено порядка нуль. 

(Р) Пусть М2 есть гиперповерхность в CN с формой Леви, невырож­
денной во всех точках. Тогда порядок (невырожденности равен еди­
нице. 



ФУНКЦИИ, ПЛЮРИГАРМОНИЧЕСКИЕ НА МНОГООБРАЗИИ 479 

3. О с н о в н о й р е з у л ь т а т . 
ТЕОРЕМА. Пусть М есть CR-многообразие размерности d и CR-раз-

мерности п. Пусть LM обладает системой ^-образующих Хи . . . , Хп. 
Пусть, далее, порядок невырожденности М равен q. Тогда на М суще­
ствует система линейных дифференциальных уравнений (она будет вы­
писана нами в процессе доказательства, см. (10)), порядок которой не 

л d(d-^l) превышает 2 9+1, состоящая из —- уравнении и такая, что ее 

решениями будут плюригармоничсские на М функции и только они. 
Разберем сначала одно вспомогательное утверждение о векторных 

нолях на М. 
Пусть М — многообразие размерности d; %и . . . , %п — система век­

торных полей, линейно независимая в каждой точке, а1, . . . , ad — набор 
функций на М. Пусть, далее, 

d 

[X*. X/] = У} (Ufa. (1) 
k=i 

Рассмотрим следующую задачу: найти функцию v на М такую, что 

№=а\ k=l, . . . , d. (2) 

ЛЕММА. Пусть #'(Af, R ) = 0 , где Hl(M, R) —одномерные когомо-
логии М с вещественными коэффициентами. Тогда система равенств 

d 

Ъа! — ЗС/а' = У} cktfl\ f, / = 1, . . . , d\ i < /, (3) 
k=i 

является необходимым и достаточным условием существования реше­
ния задачи (2). 
. Д о к а з а т е л ь с т в о . Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть v — решение 
задачи (2). Применяя %г и %5 к /-му и i'-му равенствам (2) соответствен­
но, а затем вычитая одно из другого, получим: 

X*aj—x,-a = [%*, %j]v. 

Подставляя сюда (1), а затем (2), получим (3). 
Д о с т а т о ч н о с т ь . Определим 1-форму о на М, полагая 

co(Xft)=aft. Покажем, что (3) есть условие ее замкнутости. Для всякой 
1-формы Q и для любых векторных полей X и У на М справедливо ра­
венство [см. (•)]: 

2dQ(X, Y)=XQ(Y) — YQ(X)—Q([X, У]), 

которое для формы со с использованием (3) дает do)=0. Но в силу 
условия #*(M, R ) = 0 это означает, что ($=dv для некоторой функции 
v, которая будет решением нашей задачи, так как %hV=dv(%k) =G)(%ft) = 
= а\ • 

З а м е ч а н и е . Если Я1 (М, R) =^0, то (3) есть условие, обеспечиваю­
щее локальное существование решения задачи (2). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . Положим Yh=JXh. В силу 
утверждения (р) предложения 1, Lq обладает системой R-образующих 
вида Хи..., Хп, Yu . . . , Уп, 6i, . . . , вте, где 

Вк=Рк(Х9 У), (4) 

причем в силу того, что М невырождено порядка q> 

2n+m=d. (5) 

Пусть f=u+iv есть С7?-функция на М, т. е. f удовлетворяет системе 
касательных уравнений Копти — Римана, которую мы запишем так: 

XPv = -YPu ^ . ^ ( 6 ) 

YpV = Хри 

Обозначив производную по направлению &h через р ъ добавим к (6) т 
тавтологических равенств: 

e*ti = pfc, * = 1 , . . . , / п . (7) 

При фиксированной функции и равенства (6) и (7), ввиду (5), можно 
рассматривать как задачу (2) относительно функции v. А так как усло­
вие плюригармоничности функции и эквивалентно (см. определение 1) 
локальной разрешимости этой задачи, то (3) в данном случае дает 
аналитическую запись этого условия. Чтобы записать его <в наших тер­
минах, переобовначим функции сц следующим образом: 

\Хи X,] = ^ А%Хк + У, А$Ук + ^ А$вь 
k=i k=i k=i 

п п \т 
[Xt, Y,] = ^ Bi?Xk + ^ B$Yk + 3 В#8ь 

k=l k=l Jb=l 

п п т 
[Yit Y,] - У. Ct$Xk + 3 С??П + ^ С?/Ч, 

& = 1 Л = 1 fe=l 

л п т 

/ г = 1 £ = 1 & = l 

п л m 

k=*i k=i /г=1 

п п т 

[0,-, в,] = У F#X* + 3 FffK* + 2 ^ * -
fr=l fc=l k=*l 

Условия (3) для задачи (5), (6) теперь примут вид: 

-X{Yju + X,Y,u = У, Ats ( - Yku) + ^ AfiXku + % A%, 
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п п \т 
Х#,и + Y,Ytu ^^B%{- Yku) + 5J B$X*i + 3 Bjfc», 

n n m 
YLXJU - YjXm = 2 Cjf ( - Yku) + 55 aJXku + 5J Ctffo, 

k=l k=l k~*l 

X$, + @jYiU =, 55 Dff ( - Yku) + 55 D$Xk + £ fljfo, 

n n m 

n n m 

(8) 

k=l k=l £—1 

Равенства (4) позволяют выразить |jft через и: 

h=ehv = Qhu9 (9) 

где порядок дифференциального оператора Qk (равен формальному по­
рядку Pk. Например, если Qi = .[Xl, У^, то Э± = (Xl+ Yl) и. Подставляя 
(9) в (8), получаем окончательно: 

{-ХР, + XfYc)u^-2 AlfXku + ^ AlfXku + ^ *$№ 
k=*l / 5 = 1 Л«=1 

п п т 
(Х,Х, + Y,Yt) и = - J" B$Yku + 55 BfjXku + % В^и, 

k=l k*=l Ar=»i 

n n m 
( K ^ - УМ и = - 3 ctfYku + 55 cfjxku + 5; c?fc*U) 

£ = i k=---i k=i 

n \n m 

(XtQ, + SjYc) и =ш - 5J DtfK* + 55 DfiXtu + yt D\fQku, 
(10) 

k^l k=l k=l 

n n m 
(YtQ, - ®,ХС) и = - 55 Ei?Yku + 55 EtjXkU + 55 £#Q*u, 

k=l k=l k=*l 

n n m 

(ScQj - е&) и = - 55 F$Yku + 55, F?fXftM + 55 F$Q&. 
k=l k=l k=l 

Из утверждения (у) предложения 1 следует, что порядок оператора Qk не 
превосходит 29, поэтому порядок системы (10) не превосходит 2 9+1. Т 

З а м е ч а н и е 1. —* "" ' уравнений (10) не являются, вообще говоря, 

независимыми. 
С л е д с т в и е . Пусть М — то же, что в теореме, и пусть оно допол­

нительно удовлетворяет требованиям из предложения 4. Тогда на М 
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существует система линейных дифференциальных уравнений 3-го по­
рядка, состоящая из ~~ —(d—2n) уравнений такая, что ее рейхе-

z 
ния и только они являются функциями, плюригармоническими на М. 

Доказательство — то же, что и для основной теоремы, но со сле­
дующими изменениями: 

1°. Поля 0ft можно выбрать вида Qk=[Xik, Yik] и тогда 
P*=(X?ft + r?J«i. (И) 

2°. Уравнение из (8), соответствующее разложению [Xik, Yik] no 
базисным полям, будет совпадать с (11), поэтому при подстановке в 
него (11) оно обратится в тождество. Т 

З а м е ч а н и е 2. Все вышеизложенные результаты можно форму­
лировать и доказывать в предположении той или иной гладкости конеч­
ного порядка относительно фигурирующих в них многообразий, функ­
ций и векторных полей. Например, для справедливости следствия из 
теоремы достаточно трехкратной дифференцируемое™ многообразия. 

4. Г и п е р к в а д р и к и . Пусть z\ . . . , гп, w = x + iy — координа­
ты в Cn+1. Гиперквадрика — это гиперповерхность Q вида 

</= з к грг\ •РЯ* 
_ Р,Я=1 

где hpq=hqp и det(hpq) ФО. 
Сфера S={zlzl+ . . . +znzn + ww — \} без одной точки биголоморф-

но эквивалентна гиперквадрике {y=zizi + . . . + znzn} [см. (7)]. 
Рассмотрим подгруппу группы автоморфизмов Q, состоящую из 

отображений gia,b) : Q-*~Q, где g(a,b) есть преобразование вида 

УУ = ар + z\ 

wm=*b+2i 2 hPgZPzq + ™> 
P.Q=1 

причем (а1, . . . , an, b)(=Q. 
Вычисляя скобку двух векторных полей 

X (a, b) =g[a,b) (ev . . . , eny en+1), 

Y (a, b) = g(a,b) (A*!, . . . , X„, ^ r t + i ) , 

(12) 

получаем: 

[X,n~-4Im( S W ? f 

Используя это равенство, .мы можем выбрать векторные поля 
Хи . . . , Хп, являющиеся системой С-образующих LQ со следующими 
коммутационными соотношениями: 

[ХиХ,]=0, i \ / = ! , . . . , / ! . 
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Положим Yk = JXkj 6 ^ 4 —-; тогда 
дх 

[ГУ,] = [SXt] = [BYA - 0 , U = 1, • • •, гц 
[XtYj] - 817в, 

где 
__ ( 0, если i=hj 

гч ~~ { * . 
i ± 1, если * = /. 

Таким образом, система (10) (принимает вид: 

XpYqu = ХаУ>, F P X^ = У gXp, p<q> 
(XpXQ + YqYp)u^0y p^q, 

(XI + Y2
P) - opq (XI + YD щ oPq « + 1 , 

Yp{Xl+Ybu=eXju, 
Xp(Xl + Yt)u=-eYpu. 

В заключение рассмотрим совсем частный случай. Пусть S—сфера 
или ее открытый .кусок IB С2. На S существует три векторных поля X, Y 
и в таких, что Х(%) порождает над С #$S, причем 

[Y,Q] = X9 [ в , Х ] - Г , [X,Y] = e 
[см. (•)]. 

С помощью этих полей систему (10) можно записать так: 

ХАи =—YQu, 

YAu=XSu, 
гдеД=Х2+У2 . 

Поступило 
20X1977 
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