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Àííîòàöèÿ

Îáñóæäàåòñÿ èíäóêòèâíàÿ ñõåìà èçìåðåíèÿ ñëîæíîñòè. Ðàñ-

ñìîòðåíû ïðèìåðû ðåàëèçàöèè äàííîé ñõåìû â êîíòåêñòå òåîðèè

ôóíêöèé. Ââåäåíî ïîíÿòèå ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ ñõåì, ñõåìû,

ïîä÷èíåííîé îòîáðàæåíèþ. Ïîëó÷åí ðÿä ðåçóëüòàòîâ, ïîñòàâëåíû

âîïðîñû.
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñõåìó îöåíêè ñëîæíîñòè. Ïóñòü íàñ èíòåðå-
ñóåò íåêîòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü U ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ (óíèâåðñàëü-
íàÿ ñîâîêóïíîñòü). Â ýòîé ñîâîêóïíîñòè âûäåëåíî ïîäìíîæåñòâî B ”ïðîñòûõ”
(áàçîâûõ, ýëåìåíòàðíûõ) îáúåêòîâ. Òàêæå çàôèêñèðîâàí ñïèñîê ÿâíî çà-
äàííûõ ïðàâèë R, ïîðîæäàþùèõ íîâûå (áîëåå ñëîæíûå) îáúåêòû. Ïðè-
÷åì ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ïðàâèëà ìîæíî ïðèìåíÿòü ðåêóðñèâíî, ò.å.
ïðèìåíÿòü ïîøàãîâûå ïðîöåäóðû è ñòðîèòü íîâûå îáúåêòû èç óæå ïî-
ñòðîåííûõ.

Åñëè òåïåðü ïðåäúÿâëåí íåêèé îáúåêò z èç U , òî âîçíèêàåò äâà âîïðî-
ñà. Ìîæíî ëè ïîëó÷èòü äàííûé îáúåêò èç ýëåìåíòàðíûõ çà êîíå÷íîå ÷èñ-
ëî ïðèìåíåíèé ïðàâèë ïîðîæäåíèÿ? Â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà ìû
ïîëó÷àåì ïðîöåäóðó ôîðìèðîâàíèÿ äàííîãî îáúåêòà èç íåêîòîðîãî íàáî-
ðà áàçîâûõ îáúåêòîâ (ñõåìà êîìïîçèöèè). Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé ñïî-
ñîá õàðàêòåðèçîâàòü ñëîæíîñòü ïîëó÷åííîé ñõåìû êîìïîçèöèè, ò.å. íåêî-
òîðóþ íåîòðèöàòåëüíóþ öåëî÷èñëåííóþ ôóíêöèþ (íàïðèìåð, ýòî ìîæåò
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ãëóáèíà ñàìîé äëèííîé öåïî÷êè, èñïîëüçîâàííîé äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ z
(ãëóáèíà ðåêóðñèè)). Òîãäà ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ìèíèìóì ýòîé ôóíê-
öèè ïî âñåì ïðåäñòàâëåíèÿì îáúåêòà z â âèäå òàêîé êîìïîçèöèè. Íàçîâåì
ýòó âåëè÷èíó ”ñëîæíîñòüþ” z è îáîçíà÷èì N(z). À â ñëó÷àå, åñëè îáúåêò
íå îáëàäàåò òàêèì ïðåäñòàâëåíèåì, òî ñëîæíîñòü îáúåêòà ïîëàãàåì ðàâ-
íîé áåñêîíå÷íîñòè, ò.å. N(z) ∈ {0, 1, 2, . . . ,∞}. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ ïîäìíîæåñòâ B = Cl0 ⊂ Cl1 ⊂ . . . ⊂ U ,
ãäå Cln = {z ∈ U : N(z) ≤ n}, ò.å. Cln ñîñòîèò èç îáúåêòîâ ñëîæíîñòè íå
âûøå ÷åì n.

Ñâîáîäà â âûáîðå ñïîñîáà èçìåðåíèÿ ñëîæíîñòè êîìïîçèöèè âåñüìà
âåëèêà. Ïî÷òè âî âñåõ ïðèìåðàõ èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ñïîñîá. Ïðè-
ïèøåì âñåì îïåðàöèÿì èç R öåëûå íåîòðèöàòåëüíûìè âåñà (íàáîð âçâå-
øåííûõ îïåðàöèé). Òîãäà ñëîæíîñòü êîìïîçèöèè îïðåäåëÿåì òàê. Äëÿ
êàæäîé ëèíåéíîé öåïî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîäñòàíîâîê, èäóùåé îò áà-
çîâîãî îáúåêòà ê îáúåêòó z, âû÷èñëÿåì ñóììó âåñîâ. Ò.å. åñëè áû âñå âåñà
áûëè ðàâíû åäèíèöå, òî ïîëó÷àåì ïðîñòî ãëóáèíó ðåêóðñèè. À åñëè íå
âñå èç âåñîâ ðàâíû åäèíèöå, òî ïîëó÷àåì ”âçâåøåííóþ” ãëóáèíó. Áîëåå
òîãî, â îñíîâíîì, áóäåò èñïîëüçîâàí ñëåäóþùèé âàðèàíò: ÷àñòè îïåðà-
öèé íàçíà÷àåì âåñ åäèíèöà, à îñòàëüíûì � íîëü. Èçðåäêà ìû âûõîäèì
çà ðàìêè ýòîãî ñïîñîáà, ÷òî âñåãäà ÿâíî îãîâàðèâàåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 1: Îïèñàííûé âûøå íàáîð S = (U ,B,R) (ïîäðàçóìå-
âàåòñÿ, ÷òî îïåðàöèÿì ïðècâîåíû âåñà) áóäåì íàçûâàòü ñõåìîé îöåíêè

ñëîæíîñòè, à âîçíèêàþùóþ ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Cln � èåðàð-

õèåé êëàññîâ ñëîæíîñòè.

Êàæäàÿ ñõåìà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íà âñåé ñîâîêóïíîñòè îáúåêòîâ
ôóíêöèþ ñëîæíîñòè îáúåêòà N(z), êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ìíî-
æåñòâå {0, 1, . . . ,∞}.

Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ, êàæäûé ïîñëåäóþùèé êëàññ ñòðîèòñÿ îä-
íîêðàòíûì ïðèìåíåíèåì îïåðàöèè âåñà îäèí ê îáúåêòàì èç ïðåäûäóùåãî
êëàññà. Ò.å. êëàññû ïîðîæäàþòñÿ èíäóêòèâíî, è â ýòîì ñìûñëå îïèñàí-
íàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ èíäóêòèâíîé. Ïðåäñòàâëåííàÿ êîíñòðóêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
âåñüìà îáùåé, õîòÿ, êîíå÷íî, íå åäèíñòâåííîé. Ýòà êîíñòðóêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
îáùåìàòåìàòè÷åñêîé, ò.å. îíà èñïîëüçóåòñÿ è â äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå,
è â ãåîìåòðèè, è â àëãåáðå [1], [2], [3]. Íî çäåñü íàñ, ïðåæäå âñåãî, èíòå-
ðåñóåò åå ðåàëèçàöèÿ äëÿ ñîâîêóïíîñòåé, ñîñòîÿùèõ èç ôóíêöèé.
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Ñõåìà 1. Óíèâåðñàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü U � ýòî ñîâîêóïíîñòü ïîëèíî-
ìîâ îò îäíîãî ïåðåìåííîãî x ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Áàçîâàÿ
ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ ñëîæíîñòè íîëü B � ýòî ïîñòîÿííûå. Åäèíñòâåí-
íîå ïðàâèëî ïîðîæäåíèÿ (âåñà îäèí): R = (p(x) → a + x p(x)), ãäå a �
ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

ßñíî, ÷òî â ýòîì ïðèìåðå ñëîæíîñòü ïîëèíîìà � ýòî åãî ñòåïåíü. Îò-
ìåòèì òàêæå, ÷òî â ýòîì ïðèìåðå êðèòåðèåì ïðèíàäëåæíîñòè ïîëèíîìà
p(x) êëàññó Cln ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå ñîîòíîøåíèå p(n+1)(x) = 0.
Âñå îáúåêòû èìåþò êîíå÷íóþ ñëîæíîñòü.

Ñõåìà 2.a. Ñîâîêóïíîñòü U � ýòî ñîâîêóïíîñòü ïîëèíîìîâ äâóõ ïå-
ðåìåííûõ (x, y). Îáúåêòû ñëîæíîñòè íîëü B � ýòî êîíñòàíòû. Ïðàâèëî
ïîðîæäåíèÿ (âåñ � åäèíèöà):

R = {(p(x, y), q(x, y))→ a+ x p(x, y) + y q(x, y)},

ãäå a � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Â ýòîì ïðèìåðå ñëîæíîñòü ïîëèíî-
ìà � ýòî åãî ñòåïåíü ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ. Âñå îáúåêòû èìåþò
êîíå÷íóþ ñëîæíîñòü.

Íå ìåíÿÿ U è B, òîò æå ñàìûé ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü èíà÷å (ñõå-
ìà 2.b.). Â êà÷åñòâå R âîçüìåì äâå îïåðàöèè âåñà îäèí:

(p(x, y)→ x p(x, y)) è (q(x, y)→ y q(x, y))

è òðåòüþ âåñà íîëü

(p(x, y), q(x, y))→ p(x, y) + q(x, y).

Ñõåìà 2.c. Ñîâîêóïíîñòü U � ýòî ñîâîêóïíîñòü ïîëèíîìîâ äâóõ ïå-
ðåìåííûõ (x, y). Îáúåêò ñëîæíîñòè íîëü B � ýòî ïîëèíîìû, çàâèñÿùèå
òîëüêî îò îäíîãî ïåðåìåííîãî. Äâà ïðàâèëà ïîðîæäåíèÿ R (âåñà åäèíè-
öà):

R1 = (p(x, y)→ q(x, y), åñëè q′x(x, y) = p(x, y)),

R2 = (p(x, y)→ r(x, y), åñëè r′y(x, y) = p(x, y)).

Ò.å. îïåðàöèÿ � ýòî îïåðàöèÿ âçÿòèÿ ïåðâîîáðàçíîé ïî ñîîòâåòñòâóþùå-
ìó ïåðåìåííîìó. Ïðè ýòîì ôóíêöèþ îïðåäåëåíèÿ ñëîæíîñòè êîìïîçè-
öèè îïðåäåëÿåì òàê: ýòî ìàêñèìóì èç äâóõ ÷èñåë � êîëè÷åñòâà ïðèìåíå-
íèé ïåðâîé îïåðàöèè è êîëè÷åñòâà ïðèìåíåíèé âòîðîé îïåðàöèè. Â ýòîì
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ïðèìåðå ñëîæíîñòü ïîëèíîìà � ýòî ìàêñèìóì åãî ñòåïåíåé ïî x è ïî y.
Êðèòåðèåì ïðèíàäëåæíîñòè ïîëèíîìà p(x, y) êëàññó Cln ÿâëÿþòñÿ äâà
äèôôåðåíöèàëüíûõ ñîîòíîøåíèÿ

∂n+1

∂xn+1
p = 0,

∂n+1

∂yn+1
p = 0.

Ïóñòü íà îäíîé óíèâåðñàëüíîé ñîâîêóïíîñòè èìåþòñÿ äâå ñõåìû îöåí-
êè ñëîæíîñòè S1 è S2, êîòîðûå ìîãóò îòëè÷àòüñÿ êàê áàçîâûìè íàáîðàìè,
òàê è ïðàâèëàìè ïîðîæäåíèÿ. Ââåäåì äâå åñòåñòâåííûå îïåðàöèè.

Îïðåäåëåíèå 2: (a) ñóììîé ýòèõ ñõåì (îáîçíà÷åíèå S1⊕S2) íàçîâåì
òàêóþ èåðàðõèþ, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ óñëîâèåì

Cln = {z ∈ U : N(z) = min(N1(z), N2(z)) ≤ n} = Cln1 ⊕ Cln2 .

(b) ïðîèçâåäåíèåì ýòèõ ñõåì (îáîçíà÷åíèå S1 · S2) íàçîâåì òàêóþ èåðàð-
õèþ, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ óñëîâèåì

Cln = {z ∈ U : N(z) = max(N1(z), N2(z)) ≤ n} = Cln1 · Cln2 .

Êîììåíòàðèé ê îïðåäåëåíèþ. Áóäåì ïîðîæäàòü îáúåêòû, ïîëüçóÿñü îïå-
ðàöèÿìè èç îáåèõ ñõåì. À ñòàðûå ñõåìû ñ÷èòàåì âëîæåííûìè â îáùóþ.
Ïðè ýòîì ïðè ïîäñ÷åòå N1(z) ïîëàãàåì âåñà îïåðàöèé èç R2 ðàâíûìè íó-
ëþ, à ïðè ïîäñ÷åòå N2(z) � íàîáîðîò. Ïîñëå ÷åãî âû÷èñëÿåì N(z) äâóìÿ
ðàçíûìè äëÿ ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ ñïîñîáàìè.

Îáå îïåðàöèè êîììóòàòèâíû è àññîöèàòèâíû, à òàêæå ñâÿçàíû ñî-
îòíîøåíèåì äèñòðèáóòèâíîñòè. Äëÿ êàæäîé ýòèõ îïåðàöèé ñóùåñòâóåò
íåéòðàëüíûé ýëåìåíò. 0 � äëÿ ñóììû è 1 � äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ. 0 � ýòî
ñõåìà, â êîòîðîé B = ∅ è âñå îáúåêòû èìåþò áåñêîíå÷íóþ ñëîæíîñòü. À
1 � ñõåìà, ãäå U = B è âñå îáúåêòû èìåþò ñëîæíîñòü íîëü.

∀S S ⊕ 0 = S, S · 1 = S.

Ñõåìà 3. Â ïðèìåðå 1 èçìåíèì ñîâîêóïíîñòü U . Ïóñòü U � ýòî âñå
öåëûå ôóíêöèè ïåðåìåííîãî x. À ïðàâèëî ïîðîæäåíèÿ îñòàâèì ïðåæ-
íèì. Êàðòèíà ìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé êî-
íå÷íîé ñëîæíîñòè � ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
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ñîáñòâåííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â ïðîñòðàíñòâå âñåõ öåëûõ ôóíêöèé. Âñå
íåïîëèíîìèàëüíûå öåëûå ôóíêöèè èìåþò ñëîæíîñòü ðàâíóþ áåñêîíå÷-
íîñòè.

Ñõåìà 4.Ïóñòü U � ýòî ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ âåùåñòâåííî-
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè,
ò.å. f = f(x, x̄), à B � ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî öåëûõ ôóíêöèé ïåðåìåííîãî
x. Îïåðàöèÿ (âåñà åäèíèöà):

(f(x, x̄), g(x, x̄))→ f(x, x̄) + x̄ g(x, x̄).

ßñíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå êîíå÷íóþ ñëîæíîñòü èìåþò òîëüêî ïîëèíîìû îò x̄
(ïîëèàíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè), ÷üè êîýôôèöèåíòû � ýòî öåëûå ôóíêöèè,
ïðè÷åì ñëîæíîñòü � ýòî ñòåïåíü ïî x̄.

Ñõåìà 5. U � ýòî àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè îò (x, y), B � ýòî àíàëèòè÷å-
ñêèå ôóíêöèè, çàâèñÿùèå ëèøü îò îäíîãî ïåðåìåííîãî (ëèáî x, ëèáî y).
Äâà ïðàâèëà ïîðîæäåíèÿ R = (R1, R2), êîòîðûå îïðåäåëèì òàê. Ïóñòü
p(x, y) è q(x, y) � ãîëîìîðôíûå ýëåìåíòû, ïðåäñòàâëÿþùèå àíàëèòè÷å-
ñêèå ôóíêöèè P è Q, à s(t) � ãîëîìîðôíûé ýëåìåíò, ïðåäñòàâëÿþùèé
àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ îäíîãî ïåðåìåííîãî S, òîãäà

R1 = ( (p(x, y), q(x, y))→ p(x, y) + q(x, y) ) , âåñ � åäèíèöà,

R2 = ( p(x, y)→ s(p(x, y)) ) , âåñ � íîëü.

Ýòî ïðèìåð, èçó÷åíèþ êîòîðîãî ïîñâÿùåíà ñåðèÿ ñòàòåé [8], [9], [10]. Ïðè
ýòîì âîçíèêàåò èåðàðõèÿ êëàññîâ Cln è äëÿ êàæäîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíê-
öèè z(x, y) îïðåäåëåíà àíàëèòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü N(z). Êàæäûé êëàññ
èìååò îïðåäåëÿþùóþ åãî ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíî-ïîëèíîìèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Ïðè÷åì åñëè Cl0 è Cl1 èìåþò ïðîñòûå îïðåäåëÿþùèå ñî-
îòíîøåíèÿ, òî, íà÷èíàÿ ñ Cl2, ñëîæíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ ïîëèíîìîâ ñòðåìèòåëüíî ðàñòåò [11]. Îòìåòèì, ÷òî íåñëîæíî
íàïèñàòü îáùèé âèä ôóíêöèè èç Cln. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ èìåòü 2n+1−1
àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ îäíîãî ïåðåìåííîãî è ñîñòàâèòü èç íèõ îáùóþ
ôîðìóëó êîìïîçèöèè ãëóáèíû n.

Ñõåìà 6. Ñõåìó 5 ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â
R1 ñëîæåíèå u+ v çàìåíèòü íà ïðîèçâîëüíóþ ôèêñèðîâàííóþ àíàëèòè-
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÷åñêóþ ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ ϕ(u, v). Âîçíèêàåò ìîäèôèöèðîâàí-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êëàññîâ Clnϕ è ìîäèôèöèðîâàííàÿ àíàëèòè÷å-
ñêàÿ ñëîæíîñòü Nϕ(z).

Óíèâåðñàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü, êàê ìû âèäåëè, ìîæåò ñîäåðæàòü îáú-
åêòû áåñêîíå÷íîé ñëîæíîñòè, à ìîæåò è íå ñîäåðæàòü. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ
ñõåì 3, 4, 5 è 6, â îòëè÷èå îò ñõåì 1 è 2, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ôóíêöèÿ
”îáùåãî ïîëîæåíèÿ” èìååò áåñêîíå÷íóþ ñëîæíîñòü. Ïðè ýòîì âñå ðàñ-
ñìîòðåííûå èåðàðõèè ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ðàñòóùèìè. Ïðèâåäåì ïðè-
ìåðû, äëÿ êîòîðûõ èåðàðõèÿ ñâîäèòñÿ ê êîíå÷íîìó ÷èñëó êëàññîâ.

Ñõåìà 7. Â îïðåäåëåíèè ñõåìû 5 èçìåíèì óíèâåðñàëüíóþ ñîâîêóï-
íîñòü (ñóæåíèå ñõåìû). Ïóñòü U � ýòî àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè z(x, y),
ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà z

′′
xx + z

′′
yy = 0 (èëè, êàê âà-

ðèàíò, âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ z
′′
xx−z

′′
yy = 0). À ïðàâèëà ïîðîæäåíèÿ íîâûõ

îáúåêòîâ îñòàâèì ïðåæíèìè (ñëîæåíèå è êîìïîçèöèÿ ñ àíàëèòè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè îäíîãî ïåðåìåííîãî). Â ñèëó òîãî, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ Ëàïëàñà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå z(x, y) = f(x + i y) + g(x − i y),
èåðàðõèÿ êëàññîâ ñòàáèëèçèðóåòñÿ, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ò.å.

B = Cl0 ⊂ Cl1 ⊂ Cl2 = Cl3 = . . . = U .
Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ñëîæíîñòè íîëü, ò.å. B = Cl0, � ýòî ëè-
íåéíûå ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî, ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè îáùåãî
ïîëîæåíèÿ ïîïàäàþò â Cl2. Óìåñòíî çàäàòü âîïðîñ, ÷òî ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè èç Cl1? Òðèâèàëüíàÿ êîìïîíåíòà ýòîãî
êëàññà � ýòî ôóíêöèè âèäà f(x + i y) è g(x − i y), à íåòðèâèàëüíàÿ �
ýòî íåêîòîðîå êîíå÷íîìåðíîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé, âûðàæàþùèõñÿ ÷åðåç
ýëëèïòè÷åñêèå [12].

Ãëÿäÿ íà ýòó ñèòóàöèþ, íåòðóäíî äàòü îáùåå îïðåäåëåíèå ñóæåíèÿ

ñõåìû.

Ñõåìà 8. Ïóñòü U � ýòî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà êâàäðàòå {0 ≤ x ≤
1, 0 ≤ y ≤ 1}, áàçîâûé íàáîð B � ýòî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè îäíîãî
ïåðåìåííîãî (x èëè y). Ïðàâèëà ïîðîæäåíèÿ � òå æå, ÷òî è â ñõåìå 5, ñ
çàìåíîé àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé íà íåïðåðûâíûå. Ïî òåîðåìå Êîëìîãî-
ðîâà [4] ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ íà êâàäðàòå ôóíêöèÿ èìååò ïðåäñòàâëåíèå
âèäà

f(x, y) = c1(a1(x) + b1(y)) + c2(a2(x) + b2(y)) + (1)

6



c3(a3(x) + b3(y)) + c4(a4(x) + b4(y)) + c5(a5(x) + b5(y)).

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè Cln � ýòî êëàññû ñëîæíîñòè â ñõåìå ïðèìå-
ðà 8, òî ýòà èåðàðõèÿ ñòàáèëèçèðóåòñÿ íå ïîçæå ÷åòâåðòîãî ÷ëåíà, ò.å.
Cl4+n = Cl4, n ≥ 0.
Äîêàçàòåëüñòâî: Â ýòîé ñõåìå

N (c(a(x) + b(y))) ≤ 1,

N (c1(a1(x) + b1(y)) + c2(a2(x) + b2(y))) ≤ 2,

N (c1(a1(x) + b1(y)) + . . .+ c4(a4(x) + b4(y))) ≤ 3,

N (c1(a1(x) + b1(y)) + . . .+ c4(a4(x) + b4(y)) + c5(a5(x) + b5(y))) ≤ 4.

Òåïåðü óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû Êîëìîãîðîâà.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðèìåðîì ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü äâà âîïðîñà.

Âîïðîñ 1. Íà êàêîì øàãå n ñòàáèëèçèðóåòñÿ äàííàÿ èåðàðõèÿ?

Èçâåñòíî [5], ÷òî Cl1 6= U . Ïîýòîìó, åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå óòâåð-
æäåíèå 1, âàðèàíòîâ îòâåòà òðè: n = 2, 3, 4. Äîêàçàíî [6], ÷òî ñóììàìè
âèäà (1) ñ ÷åòûðüìÿ ñëàãàåìûìè íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü âñå íåïðåðûâíûå
íà êâàäðàòå ôóíêöèè.

Âîïðîñ 2. Åñëè èìååòñÿ íåïðåðûâíàÿ íà êâàäðàòå ôóíêöèÿ z(x, y), òî
êàê ïðîâåðèòü, ïîïàëà ýòà ôóíêöèÿ â Cl1 èëè íåò?

Äëÿ òðèæäû ãëàäêèõ ôóíêöèé êðèòåðèåì ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîå äèôôå-
ðåíöèàëüíî-ïîëèíîìèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè òðå-
òüåãî ïîðÿäêà [8]. Äëÿ äâàæäû ãëàäêèõ ýòîò êðèòåðèé ìîæíî ïåðåïè-
ñàòü, èñïîëüçóÿ àïïàðàò îáîáùåííûõ ôóíêöèé (ðàñïðåäåëåíèé). À äëÿ
ãëàäêèõ è, òåì áîëåå, íåïðåðûâíûõ íå ÿñíà äàæå ïðèðîäà òàêîãî êðèòå-
ðèÿ.

Ñõåìà 9. Ïóñòü C � ýòî ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ïóñòü C(x) � ýòî
ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî x. Ò.å. ðàñøèðåíèå,
ïîðîæäåííîå ïðèñîåäèíåíèåì àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìîãî ýëåìåíòà x.
Ïóñòü U � ýòî àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ C(x) (ïîëå àëãåáðàè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé îò x). Ýòî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: åñëè P (z) � ïîëèíîì îò z
ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C(x) è P (f) = 0, òî f ∈ U . Ïîëîæèì B = C(x).
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Ñïèñîê îïåðàöèé R = (R,R1, R2, R3, R4):

R = (a→ f, ò.÷. fm = a), âåñ � åäèíèöà,

Rj = ( (a, b)→ a ∗ b ), âåñ � íîëü,

ãäå ∗ � ëþáàÿ èç ÷åòûðåõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Ò.å. R � ýòî ïðèñîåäèíåíèå êîðíÿ ñòåïåíè m, à (R1, R2, R3, R4) � ýòî ïî-
ñòðîåíèå íîâîãî ïîäïîëÿ. Âîçíèêàþùàÿ ïðè ýòîì èåðàðõèÿ êëàññîâ ïîç-
âîëÿåò îïðåäåëèòü N(z) � ñëîæíîñòü àëãåáðàè÷åñêîé ôóíêöèè. Ýòà âå-
ëè÷èíà èçìåðÿåò ìàêñèìàëüíóþ äëèíó öåïî÷êè âëîæåííûõ ðàäèêàëîâ,
íåîáõîäèìûõ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè. Ñîâîêóïíîñòü K ôóíêöèé êî-
íå÷íîé ñëîæíîñòè � ýòî ôóíêöèè, èìåþùèå ïðåäñòàâëåíèå ñ ïîìîùüþ
ðàäèêàëîâ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Àáåëÿ [7] ïîëå K � ñîáñòâåííîå
ïîäïîëå U , ò.å. ñóùåñòâóþò àëãåáðàè÷åñêèå ôóíêöèè áåñêîíå÷íîé ñëîæ-
íîñòè. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì òàêîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ z(x),
çàäàííàÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè ïÿòü z5 + x z + 1 = 0.

Ñõåìà 10. U � ýòî ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé îò (x, y). Ïîÿñíèì,
÷òî èìååòñÿ â âèäó. Ïóñòü C � ýòî ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ïóñòü C(x, y)
� ýòî ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíîå ðàñøèðåíèå C ñòåïåíè äâà, ò.å. ðàñøèðåíèå,
ïîðîæäåííîå ïðèñîåäèíåíèåì äâóõ àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ýëåìåí-
òîâ x è y (ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îò (x, y)). Ïóñòü U � ýòî àëãåáðàè-
÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ C(x, y) (ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé îò (x, y)).
Ýòî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: åñëè P (z) � ïîëèíîì îò z ñ êîýôôèöèåíòàìè èç
C(x, y) è P (f) = 0, òî f ∈ U . Ïîëîæèì B = C(x, y). Â êà÷åñòâå îïåðàöèé
R ðàññìîòðèì îïåðàöèþ ïîñòðîåíèÿ ðàñøèðåíèÿ L ïîëÿ K ïóòåì ïðèñî-
åäèíåíèÿ êîìïîçèöèè ýëåìåíòîâ K ñ êàæäîé àëãåáðàè÷åñêîé ôóíêöèåé

îäíîãî ïåðåìåííîãî è ïîðîæäåíèÿ ýòèìè ýëåìåíòàìè íîâîãî ïîëÿ. Èòàê,
R = (R,R1, R2, R3, R4):

R = ( (a0, a1, . . . , am)→ f ) : a0 + a1 f + . . .+ am f
m = 0 âåñ 1,

Rj = ((a, b)→ a ∗ b), âåñ 0,

ãäå ∗ � îäíà èç ÷åòûðåõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì ðàñøèðÿþùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäïî-
ëåé C(x, y)

C(x, y) = Cl0 ⊂ Cl1 ⊂ . . . ⊂ U

8



è ìîæåì ðàññìîòðåòü ïîëå F =
⋃∞

n=0 Cl
n, îáðàçîâàííîå âñåìè ýëåìåíòà-

ìè êîíå÷íîé ñëîæíîñòè. Ñ ýòèì ïîëåì câÿçàí âîïðîñ, îòâåò íà êîòîðûé
àâòîðó íå èçâåñòåí.

Âîïðîñ 3. ßâëÿåòñÿ ëè ýòî ïîäïîëå ñîáñòâåííûì èëè æå F = U? Ò.å.
èñ÷åðïûâàåò ëè ýòà èåðàðõèÿ âñå àëãåáðàè÷åñêèå ôóíêöèè îò äâóõ ïåðå-
ìåííûõ èëè íåò?

Îòìåòèì, ÷òî ïîëå F çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ÷àñòíûõ äèôôåðåíöè-
ðîâàíèé (ïî x è ïî y), ò.å. ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì ïîëåì.

Àëãåáðàè÷åñêèå ôóíêöèè (óíèâåðñàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü ïðèìåðà 10)
� ýòî ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé (óíèâåðñàëüíàÿ
ñîâîêóïíîñòü ïðèìåðà 5). Àíàëîãè÷íî áàçîâàÿ ñîâîêóïíîñòü ïðèìåðà 10
� ýòî ïîäìíîæåñòâî áàçîâîé ñîâîêóïíîñòè ïðèìåðà 5 (ôóíêöèè îäíîãî
ïåðåìåííîãî). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïîðîæäàþùèå ïðàâèëà ïðèìåðà 5, ïðèìå-
íåííûå ê àëãåáðàè÷åñêèì ôóíêöèÿì, íå âûâîäÿò íàñ çà ðàìêè àëãåáðà-
è÷åñêèõ ôóíêöèé, ìû âèäèì, ÷òî ñõåìà 5 èíäóöèðóåò íà ñîâîêóïíîñòè
ñõåìû 10 íîâóþ ñõåìó (ñõåìà 5'), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì ñõåìû 5.

ßñíî, ÷òî îáå ñëîæíîñòè N1(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ (èç ïðèìåðà 5') è
N2(z) � àëãåáðàè÷åñêàÿ (èç ïðèìåðà 10), à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå êëàñ-
ñû ñëîæíîñòè (îáîçíà÷èì èõ Cln1 è Cln2 ) ðàçëè÷àþòñÿ âåñüìà ñóùåñòâåí-
íî. Îòìåòèì çäåñü îäíî èç ðàçëè÷èé. Âñå Cln1 � ýòî äèôôåðåíöèàëüíî-
àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà (çàäàþòñÿ ñèñòåìàìè äèôôåðåíöèàëüíî-ïîëè-
íîìèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè).

Óòâåðæäåíèå 2. Íè îäèí èç êëàññîâ àëãåáðàè÷åñêîé ñëîæíîñòè Cln2
íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèì ìíîæåñòâîì. Áîëåå òî-
ãî, íå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî ïîëèíîìà (ñ êîì-
ïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè), êîòîðûé áû îáðàùàëñÿ â íîëü íà âñåõ
ôóíêöèÿõ êëàññà.
Äîêàçàòåëüñòâî: Âñå êëàññû (âêëþ÷àÿ íóëåâîé) ñîäåðæàò C[x, y] � ïî-
ëèíîìû îò (x, y). À åñëè äèôôåðåíöèàëüíûé ïîëèíîì îáðàùàåòñÿ â íîëü
íà êàæäîì ïîëèíîìå èç C[x, y], òî îí òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ.

Ê ýòîìó ìîæíî äîáàâèòü, ÷òî âñå Cln2 � ýòî ïîëÿ, â îòëè÷èå îò Cln1 ,
êîòîðûå, î÷åâèäíî, íå çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðà-
öèé.
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Íàëè÷èå íà îäíîé ñîâîêóïíîñòè äâóõ ñõåì ïîçâîëÿåò íàì ðàññìîòðåòü
èõ ñóììó è ïðîèçâåäåíèå.

Âîïðîñ 4. ×òî ñîáîé ïðåäñòàâëÿþò àëãåáðàè÷åñêèå ôóíêöèè, ñîñòàâ-
ëÿþùèå ïåðâûé êëàññ äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ñõåì? Ò.å. òðåáóåòñÿ ÿâíî îïè-
ñàòü Cl11 · Cl12.

Êðèòåðèé ïîïàäàíèÿ â Cl11 èçâåñòåí è ïðîñò. Íå ÿñíî, êàê êîíòðîëè-
ðîâàòü ïîïàäàíèå â Cl12.

Âîïðîñ 5. ×òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèòåðèé ïîïàäàíèÿ â êëàññ äëÿ
ñõåì 9 è 10? Ò.å. êàê è äëÿ âîïðîñà 2 (ñõåìà 8) íå ÿñíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ïðèðîäà òàêîãî êðèòåðèÿ è ìåðà åãî êîíñòðóêòèâíîñòè.

Ñõåìû 1, 3 è 4 îòëè÷àþòñÿ îò äðóãèõ ïðèìåðîâ òåì, ÷òî â íèõ èìå-
åòñÿ îïåðàòîð T , äåéñòâóþùèé íà U ò.÷. Cln = {z ∈ U : T (n+1)(z) = 0}
(ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî T (n) � ýòî n-ÿ èòåðàöèÿ T ). Îáîáùàÿ ýòè ïðèìåðû,
äàäèì íîâîå îïðåäåëåíèå. Ïðè÷åì, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â äàííûõ ïðèìå-
ðàõ U � ýòî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, à T � ëèíåéíûé îïåðàòîð èç U â U ,
ìû íå áóäåì ýòîãî çàðàíåå ïðåäïîëàãàòü.

Îïðåäåëåíèå 3. Ãîâîðèì, ÷òî ñõåìà îöåíêè ñëîæíîñòè S = (U ,B,R)
ïîä÷èíåíà îòîáðàæåíèþ T : U → U , åñëè Cln = {z ∈ U : T (n+1)(z) ∈ B}.

ßñíî, ÷òî åñëè ìû èìååì äåëî cî ñõåìîé îöåíêè ñëîæíîñòè, ïîä÷è-
íåííîé îòîáðàæåíèþ T óíèâåðñàëüíîé ñîâîêóïíîñòè â ñåáÿ, òî êëàñ-
ñû ñëîæíîñòè � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðîîáðàçû áàçîâîé ñîâîêóïíî-
ñòè ïî îòíîøåíèþ ê èòåðàöèÿì T , ò.å. Cln = (T (n+1))−1(B). Ïðè÷åì
ïðàâèëî ïîðîæäåíèÿ R îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç T , à èìåííî,
R = (z → ∀w ∈ T−1(z)). Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå T−1 � ýòî îòîáðà-
æåíèå óñëîæíåíèÿ, à T � óïðîùåíèÿ.

Â êîíòåêñòå ñõåìû, ïîä÷èíåííîé îòîáðàæåíèþ, ìîæíî ïðåäëîæèòü
ñëåäóþùåå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå áåñêîíå÷íîé ñëîæíîñòè îáúåêòà, êîòîðîå
ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 3. (a) Ïóñòü èìååòñÿ ñõåìà S, ïîä÷èíåííàÿ îòîáðàæå-
íèþ T , è z /∈ B, ïðè÷åì T (z) = z (íåïîäâèæíàÿ òî÷êà), òîãäà N(z) =∞.
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(b) Åñëè â ýòîé ñõåìå U � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, T : U → U � ëèíåéíûé
îïåðàòîð, à T z = λ z � ñîáñòâåííûé âåêòîð, ò.÷. λ 6= 0, òî N(z) =∞.

Ñõåìà 11. Ïóñòü U � ýòî öåëûå ôóíêöèè ïåðåìåííûõ (x, y), à B � ýòî
òîæäåñòâåííûé íîëü. Ïîëîæèì

T =
∂2

∂ x ∂ y
, òîãäà T−1 = D−1x ◦D−1y ,

ãäå D−1x è D−1x � îïåðàòîðû íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî x è y ñî-
îòâåòñòâåííî, âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ âûáîð ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû. Òîãäà
ïîëó÷àåì

Cl1 = T−1(0) = {z = a(x) + b(y)},
Cl2 = (T (2))−1(0) = {z = a(x) + b(y) + xB(y) + y A(x)}, . . .

Ïóñòü Z+ = {0, 1, 2, . . .}. Åñëè f(x, y) =
∑
cmnx

myn � öåëàÿ ôóíêöèÿ,
òî íîñèòåëü supp f � ýòî ïîäìíîæåñòâî Z2

+ îáðàçîâàííîå ïàðàìè (m,n),
ò.÷. cmn 6= 0.

Óòâåðæäåíèå 4. (a) Cln â ñõåìå 11 � ýòî âñå öåëûå ôóíêöèè f ò.÷.
supp f ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè äâóõ ïîëîñ {0, 1, . . . , n − 1} × Z+ è
Z+ × {0, 1, . . . , n− 1}.
(b) Ñëîæíîñòü N(exp(x+ y)) =∞.
Äîêàçàòåëüñòâî: (a) äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè, (b) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
T (exp(x+ y)) = exp(x+ y).

Ñõåìà 12. Ïðèâåäåì ïðèìåð ñõåìû, ïîä÷èíåííîé îòîáðàæåíèþ T , ãäå
ýòî îòîáðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì. Ïóñòü U � ýòî ìåðîìîðôíûå íà
C ôóíêöèè, íå ðàâíûå òîæäåñòâåííîìó íóëþ, B � íåíóëåâûå êîíñòàíòû.
Ïîëîæèì

T (f(z)) = f ′(z)/f(z) (ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ),

òîãäà T−1(g(z)) = exp(D−1(g(z))).

Åñëè a � íåíóëåâàÿ ïîñòîÿííàÿ, òîãäà ïîëó÷àåì

Cl1 = T−1(a) = {z = a1 exp(a x)}, a1 6= 0

Cl2 = (T (2))−1(a) = {z = a2 exp
(
a1
a

exp(a x)
)
}, a2 6= 0.
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Óòâåðæäåíèå 5. Â êîíòåêñòå ñõåìû 12 èìååì:
(a) Cln � ýòî êîíå÷íîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî öåëûõ ôóíêöèé, ÷üÿ
ðàçìåðíîñòü ðàâíà (n+ 1).
(b) Ëþáàÿ ôóíêöèÿ, íå ÿâëÿþùàÿñÿ öåëîé, èìååò ñëîæíîñòü ðàâíóþ áåñ-
êîíå÷íîñòè.
Äîêàçàòåëüñòâî: (a) äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè, (b) î÷åâèäåí.

Â ñõåìå 2 ó íàñ áûëî äâà ïîðîæäàþùèõ ïðàâèëà è, ñîîòâåòñòâåííî,
ýòà ñèòóàöèÿ äëÿ ñâîåãî îïèñàíèÿ â ñòèëå äàííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ
òðåáóåò íå îäíîãî, à äâóõ îïåðàòîðîâ (U è B ñîõðàíÿåì ïðåæíèìè). Ïî-
ëîæèì

T1 =
∂

∂ x
, T2 =

∂

∂ y
,

òîãäà
Cln = {z ∈ U : T

(n+1)
1 (z) ∈ B, T (n+1)

2 (z) ∈ B}.

Ïðè ýòîì ãîâîðèì, ÷òî äàííàÿ ñõåìà ïîä÷èíåíà ïàðå îïåðàòîðîâ (T1, T2).

Âåðíåìñÿ ê ñõåìå 5. Êàê õîðîøî èçâåñòíî [8], êðèòåðèåì ïîïàäàíèÿ
àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè z(x, y) â Cl1 \ Cl0 ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

T (z) =

(
log

(
z′x
z′y

))′′
xy

= 0. (2)

Ïðè ýòîì ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ èìåþò âèä z(x, y) = c(a(x) + b(y)),
ãäå (a, b, c) � íåïîñòîÿííûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî.
Âîñïîëüçóåìñÿ îïåðàòîðîì (2), ÷òîáû îïðåäåëèòü íîâóþ ñõåìó äëÿ òîé
æå óíèâåðñàëüíîé ñîâîêóïíîñòè.

Ñõåìà 13. Ïóñòü U � êàê â ïðèìåðå 5, B = {z(x, y) = c(a(x)+ b(y))}, è
îòîáðàæåíèå T , çàäàþùåå êëàññû ñëîæíîñòè, çàäàíî ñîîòíîøåíèåì (2).

×òîáû ïîñòðîèòü îïåðàòîð T−1 íóæíî ðåøèòü óðàâíåíèå

T (z) =

(
log

(
z′x
z′y

))′′
xy

= ϕ(x, y) (3)
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äëÿ ïðîèçâîëüíîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ϕ(x, y). Ïîñêîëüêó ýòîò îïå-
ðàòîð � ýòî êîìïîçèöèÿ òðåõ îòîáðàæåíèé T = L ◦ log ◦H, ãäå

L : w → ∂2w

∂ x ∂ y
, log : w → log(w), H := w → w′x

w′y
,

òî T−1 = H−1 ◦ exp ◦L−1. Îïåðàòîð L−1 = D−1x ◦ D−1y + α(x) + β(y).
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå H(z(x, y)) = ϕ(x, y), èëè

z′x − ϕ(x, y) z′y = 0. (4)

Ýòî ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. Ñîîòâåòñòâóþùåå õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

dx = − dy

ϕ(x, y)
èëè

dy

dx
= −ϕ(x, y) (5)

Ðåøàÿ ýòî îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 1-ãî ïîðÿäêà, ïî-
ëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå (ïåðâûé èíòåãðàë) Θ(x, y) = C, ãäå C � ïðîèçâîëü-
íàÿ ïîñòîÿííàÿ. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) èìååò âèä
z(x, y) = H−1(ϕ) = γ(Θ(x, y)), ãäå γ(t) � ïðîèçâîëüíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ îäíîãî ïåðåìåííîãî. Èòîãî, ïîëó÷àåì:

Òåîðåìà 6. (a) T−1 = H−1 ◦ exp ◦L−1, ãäå

L−1 = D−1x ◦D−1y + α(x) + β(y), H−1(ϕ(x, y)) = γ(Θ(x, y)),

è ãäå (α, β, γ) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî, Θ(x, y) �
ïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (5).
(b) Êëàññ Cln äëÿ ñõåìû 13 � ýòî ñåìåéñòâî àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé
äâóõ ïåðåìåííûõ, àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùèõ îò 3(n + 1) ôóíêöèé îäíîãî
ïåðåìåííîãî.

Ïóñòü íà îäíîé è òîé æå óíèâåðñàëüíîé ñîâîêóïíîñòè U èìååòñÿ äâå
ñõåìû îöåíêè ñëîæíîñòè S1 è S2. Èì ñîîòâåòñòâóþò äâå èåðàðõèè êëàññîâ
{Cln1}, {Cln2} è äâå ôóíêöèè ñëîæíîñòè (N1(z), N2(z)).

Îïðåäåëåíèå 4: (a.1) Ãîâîðèì, ÷òî S1 è S2 � ñëàáî ýêâèâàëåíòíû
(ïèøåì S1 ∼ S2), åñëè N1(z) <∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà N2(z) <∞.
(a.2) Ãîâîðèì, ÷òî S1 è S2 � ñèëüíî ýêâèâàëåíòíû (ïèøåì S1 ≈ S2), åñëè
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äëÿ âñåõ z âûïîëíåíî N1(z) = N2(z).
(b.1) Ãîâîðèì, ÷òî S2 ñëàáî ìàæîðèðóåò S1 (ïèøåì S1 � S2), åñëè èç
N2(z) <∞ ñëåäóåò, ÷òî N1(z) <∞.
(b.2) Ãîâîðèì, ÷òî S2 ñèëüíî ìàæîðèðóåò S1 (ïèøåì S1 ≤ S2), åñëè äëÿ
âñåõ z âûïîëíåíî N1(z) ≤ N2(z).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé.

Óòâåðæäåíèå 7. Ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî â òîì ñìûñëå, ÷òî îíî:
(a) óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì ê ôîðìàëüíîìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíò-
íîñòè è, òåì ñàìûì, âñå ñõåìû îöåíêè ñëîæíîñòè íà äàííîì óíèâåðñàëü-
íîì ìíîæåñòâå ðàñïàäàþòñÿ íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè (ïèøåì [S]w äëÿ
ñëàáîé ýêâèâàëåíòíîñòè è [S]s äëÿ ñèëüíîé),
(b) îòíîøåíèå ìàæîðèðîâàíèÿ óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì ê ôîðìàëü-
íîìó îòíîøåíèþ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà,
(c) ââåäåííîå îòíîøåíèå ïîðÿäêà êîððåêòíî ïåðåíîñèòñÿ ñî ñõåì íà êëàñ-
ñû ýêâèâàëåíòíûõ ñõåì,
(d) îïåðàöèè ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ ñõåì, ââåäåííûå â îïðåäåëåíèè 2,
êîððåêòíî ïåðåíîñÿòñÿ íà êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ ñõåì.

Îòìåòèì, ÷òî [0]w = [0]s = 0, [1]w � ýòî ëþáàÿ ñõåìà, ãäå âñå ñëîæ-
íîñòè êîíå÷íû, à [1]s � ýòî ëþáàÿ ñõåìà, ãäå âñå ñëîæíîñòè ðàâíû íóëþ.
Êëàññû [0]w = [0]s, [1]w è [1]s îñòàþòñÿ íåéòðàëüíûìè ýëåìåíòàìè äëÿ
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.

Â ñâÿçè ñ ïóíêòîì (d) óòâåðæäåíèÿ 8 óìåñòíî äàòü ñëåäóþùåå îïðå-
äåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå 5. (a) Ãîâîðèì, ÷òî ñõåìà S � ðàçëîæèìà, åñëè S =
S1 ⊕ S2, ãäå S1 6= 0 è S2 6= 0.
(b) Ãîâîðèì, ÷òî êëàññ ñõåì S � ïðèâîäèì, åñëè S = S1 · S2, ãäå S1 6= 1 è
S2 6= 1.

ßñíî, ýòè îïðåäåëåíèÿ ïåðåíîñÿòñÿ íà êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ ñõåì.

Ïðè ðàçëîæåíèè íóëÿ âîçíèêàåò ïàðà ñõåì, âçàèìíî îáðàòíûõ ïî ñëî-
æåíèþ, à ïðè ðàçëîæåíèè åäèíèöû � ïî óìíîæåíèþ. Çäåñü åñòü ïðîñòîð
äëÿ íîâûõ îïðåäåëåíèé è êîíñòðóêöèé. Ìîæíî ãîâîðèòü î ìîðôèçìàõ
è èçîìîðôèçìàõ ñõåì, î ïîäñõåìàõ, î òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèÿõ. Ìîæíî
òàêæå ðàññìàòðèâàòü äðóãèå âèäû ýêâèâàëåíòíîñòè ñõåì è ò.ä. Íî âñå
ýòî âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé ñòàòüè.
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Âåðíåìñÿ ê èñõîäíîìó îïðåäåëåíèþ 1. Ñ êàæäîé ñõåìîé ñâÿçàíî äâå
çàäà÷è. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî îáúåêòà èç Cln è çàäà÷à ïðî-
âåðêè êîíêðåòíîãî îáúåêòà íà ïðèíàäëåæíîñòü Cln (çàäà÷à èäåíòèôè-
êàöèè). Îïèñàíèå ñõåìû, â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì, äàåò ðåøåíèå
ïåðâîé çàäà÷è. Ñõåìà � ýòî, ïî ñóùåñòâó, ðåêóðñèâíîå îïèñàíèå àëãî-
ðèòìà ïîñòðîåíèÿ îáúåêòà. Ñî âòîðîé çàäà÷åé âñå ñîâåðøåííî èíà÷å. Åå
ðåøåíèå ïîäðàçóìåâàåò ïîñòðîåíèå êîíñòðóêòèâíîãî êðèòåðèÿ ïðèíàä-
ëåæíîñòè êëàññó Cln. Ïðè ýòîì êàê ñàìî ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî êðèòå-
ðèÿ, òàê è ìåðà åãî êîíñòðóêòèâíîñòè � ýòî âîïðîñû, îòâåòû íà êîòîðûå
çàâèñÿò îò êîíêðåòíîé ñõåìû (ñì. ñõåìû 8, 9 è 10).

Ðàññìîòðèì ñõåìó 5. Îáùèé âèä ôóíêöèè ñëîæíîñòè íå âûøå ÷åì n
ñòðîèòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òðåáóåòñÿ íàáîð èç 2n+1−1
ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ n = 2 ýòî âûãëÿäèò òàê:

z(x, y) = s(c(a(x) + b(y)) + r(p(x) + q(y))).

Êðèòåðèé ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè z êëàññó Cln � ýòî óñëîâèå îáðà-
ùåíèÿ â íîëü âñåõ ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî èäåàëà â
äèôôåðåíöèàëüíîì êîëüöå Q[z,Dx, Dy]. Ýòîò èäåàë èìååò êîíå÷íûé íà-
áîð îáðàçóþùèõ, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ êîíñòðóêòèâíî. Íî, êàê áûëî
ñêàçàíî âûøå, ýòî âû÷èñëåíèå ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñëîæíûì [12]. Èñïîëüçóÿ
âû÷èñëèòåëüíóþ àñèììåòðèþ ìåæäó ïåðâîé è âòîðîé çàäà÷àìè, ìîæíî
ïðåäëîæèòü î÷åíü íàäåæíûé ñïîñîá øèôðîâàíèÿ ñèãíàëà [13].

Îäíàêî åñëè ðå÷ü èäåò î ñõåìå, ïîä÷èíåííîé îòîáðàæåíèþ T (îïðå-
äåëåíèå 3), òî ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ. Âòîðàÿ çàäà÷à ñðàçó ïîëó÷àåò ðå-
øåíèå. Êðèòåðèé ïðèíàäëåæíîñòè îáúåêòà z êëàññó Cln � ýòî óñëîâèå
T (n+1)(z) ∈ B. Òîãäà êàê äëÿ ðåøåíèÿ ïåðâîé çàäà÷è òðåáóåòñÿ ïîñòðî-
åíèå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîîáðàçîâ ïî îòíîøåíèþ ê îòîáðàæåíèþ T áà-
çîâîé ñîâîêóïíîñòè B è äàëåå. Ýòó àñèììåòðèþ â ïîëüçó âòîðîé çàäà÷è
äåìîíñòðèðóåò ñõåìà 13. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ôóíêöèè
z(x, y) òðåáóåòñÿ âû÷èñëåíèå (n+1)-é èòåðàöèè íåñëîæíîãî äèôôåðåíöè-
àëüíî-ðàöèîíàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Îïèñàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ
îáùåé ôóíêöèè ñëîæíîñòè n âûãëÿäèò ñëîæíåå (ñì. òåîðåìó 6), ÷åì ðå-
øåíèå çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ñõåìû S âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè
êîíñòðóêòèâíîãî êðèòåðèÿ ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó ðåøåí ïîëîæèòåëüíî
(êàê, íàïðèìåð, äëÿ ñõåìû 5). Ïóñòü ïðè ýòîì ìû óòî÷íèëè, êàê ìû áó-
äåì ïîíèìàòü êîíñòðóêòèâíîñòü, ò.å. çàôèêñèðîâàíû ñðåäñòâà îïèñàíèÿ
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àëãîðèòìîâ (ÿçûê L). Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî L ïîçâîëÿåò àëãîðèòìè÷å-
ñêè îïèñàòü îïåðàöèè ïîðîæäåíèÿ R èç íàøåé ñõåìû, à òàêæå êðèòåðèè
ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó. Òîãäà ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ïîäõîä Êîëìîãî-
ðîâà [14] äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü àñèììåòðèþ ñõåìû S. Îòìåòèì ïðè
ýòîì, ÷òî êîëìîãîðîâñêàÿ ñëîæíîñòü â ðàìêè îïðåäåëåíèÿ 1, ïî êðàé-
íåé ìåðå íåïîñðåäñòâåííî, íå âïèñûâàåòñÿ. Ýòî äðóãîé ïîäõîä ê îöåíêå
ñëîæíîñòè.

Ôèêñèðóåì n. ÏóñòüKn
1 (S) èKn

2 (S) � ýòî ìèíèìàëüíûå äëèíû çàïèñè
àëãîðèòìà ðåøåíèé ïåðâîé (ïîñòðîåíèå îáùåãî îáúåêòà) è âòîðîé (èäåí-
òèôèêàöèÿ) çàäà÷. Òîãäà â êà÷åñòâå ìåðû àñèììåòðèè ñõåìû S ìîæíî
ïðåäëîæèòü îòíîøåíèå Kn

2 (S)/Kn
1 (S). Îòìåòèì, ÷òî ñèëüíàÿ àñèììåò-

ðèÿ ìåæäó ïåðâîé è âòîðîé çàäà÷åé, êàê â îäíó ñòîðîíó, òàê è â äðóãóþ,
íåñåò â ñåáå âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì øèôðîâàíèÿ íàïîäîáèå òîé,
÷òî áûëà ïðåäñòàâëåíà â [13].
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