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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå äàíî ñèñòåìàòè÷åñêîå ïîñòðîåíèå òåîðèè "âçâåøåííûõ"

ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé, îñíîâàííîé íà ïîíÿòèè òèïà CR-ìíîãîîáðàçèÿ

ïî Áëóìó-Ãðýìó-Ñòåïàíîâîé. Îñíîâîé ïîñòðîåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîí-

ñòðóêöèÿ Ïóàíêàðå. Ïîêàçàíî, êàê èñïîëüçîâàíèå âçâåøåííûõ ìî-

äåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ðàñøèðÿåò âîçìîæíîñòè ìåòîäà. Ñòàâÿòñÿ

íîâûå âîïðîñû.
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1.Ââåäåíèå

Ñðåäè ïîäõîäîâ ê ëîêàëüíîìó àíàëèçó CR-ïîäìíîãîîáðàçèé êîìïëåêñ-
íîãî ïðîñòðàíñòâà ñëåäóåò îòìåòèòü ìåòîä ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè. Ýòî
ýôôåêòèâíûé àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä ñ áîëåå ÷åì ñòîëåòíåé èñòîðèåé.
Îñíîâîé ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ íåêàÿ âåðñèÿ òåîðåìû î íåÿâíîì îòîá-
ðàæåíèè â êëàññå ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Àâòîðîì ýòîãî ïðèåìà
ÿâëÿåòñÿ À.Ïóàíêàðå, êîòîðûé ïðèìåíÿë åãî êàê â çàäà÷àõ íåáåñíîé ìå-
õàíèêè, òàê è â òîé îáëàñòè, êîòîðàÿ ñåé÷àñ íàçûâàåòñÿ CR-ãåîìåòðèåé
[1].

Íåäàâíî ñôåðà ïðèìåíèìîñòè ýòîãî ïîäõîäà áûëà ðàñøèðåíà äî êëàñ-
ñà ïðîèçâîëüíûõ ðîñòêîâ êîíå÷íîãî òèïà ïî Áëóìó-Ãðýìó [2]. Îäíàêî

1Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà èì.Ëîìîíîñîâà,

Âîðîáüåâû ãîðû, 119992 Ìîñêâà, Ðîññèÿ, vkb@strogino.ru.
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ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëàñü ñòàíäàðòíàÿ âåðñèÿ äàííîãî ìåòîäà. Ðå÷ü èäåò
î òîì, ÷òî âñå ïåðåìåííûå èç êîìïëåêñíîé êàñàòåëüíîé ðîñòêà èìåþò
îäèíàêîâûé âåñ. Â ðÿäå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ äàâíî è óñïåøíî èñïîëüçîâà-
ëàñü áîëåå ãèáêàÿ òåõíèêà ñâîáîäíîãî íàçíà÷åíèÿ âåñîâ ïåðåìåííûì êîì-
ïëåêñíîé êàñàòåëüíîé [3],[4],[5]. Ïîÿñíèì ñêàçàííîå ïðèìåðîì èç ðàáîòû
[6].

Ðàññìîòðèì ãèïåðïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå Cn+2 ñ êîîðäèíàòàìè
(z1, ..., zn, ζ, w = u+ i v), çàäàííóþ óðàâíåíèåì

v = 2 Re(z1ζ̄ + · · ·+ znζ̄
n). (1)

Äàííàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü èìååò òèï ïî Áëóìó-Ãðýìó m = (2), ïðè÷åì
ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Q = {v = 2 Re(z1ζ̄)} ãîëîìîðôíî âûðîæäåíà
è ðàçìåðíîñòü àëãåáðû åå àâòîìîðôèçìîâ áåñêîíå÷íà, â òî âðåìÿ êàê
àëãåáðà àâòîìîðôèçìîâ ñàìîé ãèïåðïîâåðõíîñòè êîíå÷íîìåðíà. Ýòî òî,
÷òî ìû ïîëó÷àåì ïðè ñòàíäàðòíîì ïîäõîäå, êîãäà âåñà âñåõ êîîðäèíàò
èç êîìïëåêñíîé êàñàòåëüíîé � è z, è ζ � îäèíàêîâû è ðàâíû 1. Íî åñëè
ðàññòàâèòü âåñà èíà÷å, à èìåííî: ([ζ] = 1, [zj] = 1 +n− j, [w] = n+ 1), òî
ïîâåðõíîñòü ñòàíîâèòñÿ âçâåøåííî îäíîðîäíîé (âåñà n + 1). Ê òîìó æå
ýòà ãèïåðïîâåðõíîñòü ãîëîìîðôíî îäíîðîäíà. Èñïîëüçóÿ "âçâåøåííóþ"
âåðñèþ êîíñòðóêöèè Ïóàíêàðå, ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó ðàçìåðíîñòè àë-
ãåáðû àâòîìîðôèçìîâ äëÿ ðîñòêà âîçìóùåííîé ãèïåðïîâåðõíîñòè

v = 2Re (z1ζ̄ + · · ·+ znζ̄
n) + o(n+ 1).

ßñíî, ÷òî ïðàâèëüíàÿ òî÷êà çðåíèÿ íà ýòîò ïðèìåð � ýòî ðàññìîòðåíèå
ýòîé ãèïåðïîâåðõíîñòè êàê âçâåøåííî îäíîðîäíîé è ÷òî çà ýòèì ïðè-
ìåðîì ñòîèò "âçâåøåííàÿ" òåîðèÿ ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé êîíå÷íîãî
òèïà. Ïðè ýòîì ïåðâûé øàã â ïîñòðîåíèè òàêîé òåîðèè, à èìåííî äî-
êàçàòåëüñòâî "âçâåøåííîãî" àíàëîãà òåîðåìû Áëóìà-Ãðýìà, óæå ñäåëàí
Ì.Ñòåïàíîâîé â ðàáîòå [10].

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêîå ïîñòðîåíèå òàêîé
"âçâåøåííîé" òåîðèè ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé, êîòîðàÿ îïèðàåòñÿ íà
âçâåøåííûé òèï ðîñòêà ïî Áëóìó-Ãðýìó-Ñòåïàíîâîé òàê æå, êàê òåîðèÿ,
ïîñòðîåííàÿ â ðàáîòå [2], � íà òèï ïî Áëóìó-Ãðýìó [8].

2.Âåñà è âçâåøåííûé òèï ðîñòêà CR-ìíîãîîáðàçèÿ
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Êîíñòðóêöèÿ Ïóàíêàðå, êîòîðàÿ ëåæèò â îñíîâå ìåòîäà, ÿâëÿåòñÿ ïî
ïðåèìóùåñòâó àíàëèòè÷åñêîé. Ïîýòîìó èç äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäå-
ëåíèé òèïà ðîñòêà äëÿ íàñ ãëàâíûì ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå
ñ ïîìîùüþ âèäà ëîêàëüíûõ óðàâíåíèé ðîñòêà ìíîãîîáðàçèÿ.

Îòëè÷èå âçâåøåííîé âåðñèè îò ñòàíäàðòíîé çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæ-
íîñòè âûáîðà ðàçíûõ âåñîâ äëÿ êîîðäèíàò êîìïëåêñíîé êàñàòåëüíîé.

Ïóñòü êîîðäèíàòû îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà CN ïîäåëåíû íà äâå
ãðóïïû z ∈ Cn è w ∈ CK . Ñîîòâåòñòâåííî êàæäîå èç äâóõ êîîðäèíàòíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ ðàçëîæåíî â ïðÿìóþ ñóììó

Cn = Cn1 + · · ·+ Cnp , CK = Ck1 + · · ·+ Ckq .

Ïóñòü çàäàíî äâà íàáîðà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

µ1 < µ2 < · · · < µp, m1 < m2 < · · · < mq.

Íàçíà÷èì âåñà êîîðäèíàòàì ñëåäóþùèì îáðàçîì

[zα] = µα, ãäå zα ∈ Cnα , [wβ] = mβ, ãäå wβ ∈ Ckβ .

Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî

z̄α, w̄β, Re zα, Im zα, Rewβ = uβ, Imwβ = vβ

èìåþò ñîîòâåòñòâóþùèå âåñà. Ïðè÷åì äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî êîîðäèíà-
òå âåñà ν ïîëó÷àåò âåñ −ν.

Ïóñòü ëîêàëüíûå óðàâíåíèÿ ðîñòêà CR-ìíîãîîáðàçèÿ M0 â íà÷àëå
êîîðäèíàò èìåþò âèä

vβ = Φβ(z, z̄, u) + o(mβ), β = 1, . . . , q, (2)

ãäå Φβ � êâàçèîäíîðîäíûé âåêòîð-ïîëèíîì âåñà mβ, à ïîä o(ν) ïîíèìà-
åòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, ÷üå òåéëîðîâñêîå ðàçëîæåíèå â íà÷àëå êîîðäèíàò
ñîäåðæèò ÷ëåíû âåñà ñòðîãî áîëüøå, ÷åì ν.

Â [7] ïîêàçàíî, ÷òî íåñëîæíûìè îáðàòèìûìè ïîëèíîìèàëüíûìè çà-
ìåíàìè êîîðäèíàò â îêðåñòíîñòè íà÷àëà ëîêàëüíûå óðàâíåíèÿ âèäà (2)
âñåãäà ìîæíî ïîäâåðãíóòü äîïîëíèòåëüíîé ðåäóêöèè è ïðèâåñòè ê òà-
êîìó æå âèäó, ãäå âçâåøåííî îäíîðîäíûå ôîðìû Φj óäîâëåòâîðÿþò äî-
ïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì. Ýòè óñëîâèÿ ñâÿçàíû ñ ñóùåñòâîâàíèåì îáðà-
òèìûõ ãîëîìîðôíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ âèä (2), íî èçìåíÿ-
þùèõ ìëàäøèå êîîðäèíàòíûå ôîðìû óðàâíåíèÿ. Êàæäûé ãîëîìîðô-
íûé ïîëèíîì â ïðîñòðàíñòâå CN � ýòî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ìîíîìîâ
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âèäà (èñïîëüçóåì ìóëüòè-îáîçíà÷åíèÿ) zγ11 . . . z
γp
p wδ11 . . . w

δq
q . Êàæäûé òà-

êîé ìîíîì � ýòî âîçìîæíîñòü ìåíÿòü íåêîòîðûå ìëàäøèå êîîðäèíàòíûå
ôîðìû â óðàâíåíèè ðîñòêà. Ñàìè êîîðäèíàòíûå ôîðìû Φ � ýòî âåùå-
ñòâåííûå ïîëèíîìû, êàæäûé èç êîòîðûõ åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âå-
ùåñòâåííûõ ìîíîìîâ âèäà

zγ11 . . . zγpp z̄γ̄11 . . . z̄γ̄pp uδ11 . . . uδqq

Èñïîëüçóÿ óïîìÿíóòûå ãîëîìîðôíî ïîëèíîìèàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ,
ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

(I) êîîðäèíàòû âñåõ ôîðì íå ñîäåðæàò ìîíîìîâ âèäà

zγ11 . . . zγpp uδ11 . . . uδqq è âèäà z̄γ11 . . . z̄γpp uδ11 . . . uδqq íè ïðè êàêèõ γ è δ,

(II) äëÿ ëþáîãî 1 ≤ J ≤ p íè îäíà èç êîîðäèíàò ôîðìû ΦJ

íå ñîäåðæèò ñëàãàåìûõ âèäà c φ(z, z̄, u)uδ11 . . . uδpp òàêèõ ÷òî

φ(z, z̄, u) ýòî ñêàëÿðíàÿ êîîðäèíàòà íåêîòîðîé ôîðìû Φj ïðè j < J, à

c � ýòî íåíóëåâàÿ êîíñòàíòà.

Îòìåòèì, ÷òî ïåðâîå óñëîâèå � ýòî óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ïëþðèãàðìî-
íè÷åñêèõ ñëàãàåìûõ. Âòîðîå óñëîâèå, â îòëè÷èå îò ïåðâîãî, íîñèò ðåêóð-
ðåíòíûé õàðàêòåð. Ïðè ýòîì ôîðìóëèðîâêó "íå ñîäåðæèò ñëàãàåìûõ"
ñëåäóåò ïîíèìàòü òàê, ÷òî èç ìîíîìîâ, ñîñòàâëÿþùèõ êîîðäèíàòíóþ
ôîðìó, íåëüçÿ ñîñòàâèòü âûðàæåíèå óêàçàííîãî âèäà.

Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî âåñà ν îáîçíà÷èì ÷åðåç Nν âåùåñòâåí-
íîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ âåñà ν, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèÿì (I) è (II).

Îïðåäåëåíèå (àíàëèòè÷åñêîå):Ôèêñèðóåì µ = ((µ1, n1), . . . , (µp, np))
� íåêîòîðûé âåñ íà ïåðåìåííûõ ãðóïïû z. Ïóñòü â îêðåñòíîñòè òî÷êè ξ ∈
M ⊂ CN ìîæíî ââåñòè êîîðäèíàòû òàê, ÷òî ëîêàëüíîå óðàâíåíèåM èìå-
åò âèä (2), ãäå êîîðäèíàòíûå ôîðìû Φ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (I) è (II),
à òàêæå ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà ìû ãîâîðèì, ÷òî ïîðîæäàþùåå ìíî-
ãîîáðàçèå M èìååò êîíå÷íûé µ-òèï, ðàâíûé m = ((m1, k1), . . . , (mq, kq)).

Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ìèíèìàëüíûé âåñ ïåðåìåííûõ ãðóïïû z �
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ýòî µ1, à ôîðìû Φ íå ñîäåðæàò ïëþðèãàðìîíè÷åñêèõ ÷ëåíîâ, òî ìèíè-
ìàëüíûé ðàçðåøåííûé âåñ � ýòî 2µ1. Òàêèì îáðàçîì,

2µ1 ≤ m1 < · · · < mq.

Åñëè â êà÷åñòâå âåñà âûáðàòü µ = ((1, n)), òî ìû ïîëó÷èì ìîäèôèöè-
ðîâàííîå àíàëèòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå Áëóìà-Ãðýìà.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ãåîìåòðè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ íàïîìíèì îáû÷-
íîå ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå êîíå÷íîñòè òèïà ïî Áëóìó-Ãðýìó. Ýòî
îïðåäåëåíèå íå ïðèâÿçàíî ê âûáîðó êàêèõ-ëèáî âåñîâ è îíî îñòàåòñÿ ó
íàñ áåç èçìåíåíèé.

Ïóñòü D1 � ýòî ðàñïðåäåëåíèå êîìïëåêñíûõ êàñàòåëüíûõ, îïðåäåëåí-
íîå íàM â îêðåñòíîñòè ξ, ò.å.D1 = T cM . Ýòî ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî çàäàòü
ñ ïîìîùüþ áàçèñíîãî íàáîðà èç 2n ãëàäêèõ âåùåñòâåííûõ âåêòîðíûõ ïî-
ëåé. Äàëåå îïðåäåëèì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé
Dν , çàäàííûõ èíäóêòèâíî:

Dν+1 = [Dν , D1] +Dν , ν = 1, 2, ....

Ïóñòü, äàëåå, Dν(ξ) - ýòî çíà÷åíèå Dν â òî÷êå ξ. Òàêèì îáðàçîì

T c Mξ = D1(ξ) ⊂ D2(ξ) ⊂ ... ⊂ Dν(ξ) ⊂ ...

Ïîñêîëüêó ýòà íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîèò èç ïîäïðîñòðàíñòâ
TMξ, òî îíà íà êàêîì-òî øàãå ñòàáèëèçèðóåòñÿ. Åñëè ýòî ïîñëåäíåå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî ñîâïàäàåò ñ TMξ, òî ìû ãîâîðèì, ÷òîM â òî÷êå ξ ÿâëÿåòñÿ
ìíîãîîáðàçèåì êîíå÷íîãî òèïà, åñëè íåò � áåñêîíå÷íîãî.

Ïðåäïîëàãàåì äàëåå, ÷òîM â òî÷êå ξ ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì êîíå÷-
íîãî òèïà. Òåïåðü âîçâðàùàåìñÿ â íàøó "âçâåøåííóþ" ñèòóàöèþ. ßñ-
íî, ÷òî äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ, çàäàííîãî óðàâíåíèÿìè (2), ïîäïðîñòðàíñòâî
D1(0) ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì, ïîðîæäåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè
íà ïðîñòðàíñòâå Cn êîîðäèíàòû z è ïîëó÷àåò ðàçëîæåíèå, ñîîòâåòñòâó-
þùåå âåñó µ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèì ñîãëàøåíèåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ïî êîîðäèíàòàì ïîëó÷àþò âåñà, ðàâíûå âåñàì êîîðäèíàò, íî ñ ìèíóñîì. Â
ñèëó êîíå÷íîñòè òèïà â òî÷êå îïèñàííûé èíäóêòèâíûé ïðîöåññ çà íåêî-
òîðîå ÷èñëî øàãîâ äàåò âñå êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â òî÷êå. Òàêèì îá-
ðàçîì, êàæäûé âåêòîð êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîëó÷àåò âûðàæåíèå
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÷åðåç äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî êîîðäèíàòàì ïðîñòðàíñòâà Cn. Â ðåçóëü-
òàòå ìû ïîëó÷àåì

T c0M = D1(0) ⊂ D2(0) ⊂ · · · ⊂ Dmax(0) = T0M,

ãäå ïîäïðîñòðàíñòâî Dν(0) îáðàçîâàíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè âåñà −ν.
Ïóñòü 2 ≤ m1 < m2 < · · · < ml � ýòî çíà÷åíèÿ òåõ âåñîâ, äëÿ êîòîðûõ
èìåë ìåñòî ðîñò ðàçìåðíîñòè, ò.å. dim Dmj(0) > dim Dmj−1(0), à ÷åðåç kj
îáîçíà÷èì âåëè÷èíó ýòîãî ðîñòà, ò.å. dim Dmj(0)− dim Dmj−1(0) > 0.

Íàáîðm = ((m1, k1), . . . , (mq, kq)) äàåò âòîðîå, ãåîìåòðè÷åñêîå îïðå-
äåëåíèå µ-òèïà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ [7] ýòè îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè áû òèï ìíîãîîáðàçèÿ â òî÷êå áûë áû áåñêîíå÷íûì,
òî êàê è â ñòàíäàðòíîì ñëó÷àå, ìû ìîãëè áû ãîâîðèòü î µ-òèïå â òî÷êå,
äîïîëíÿÿ íàø íàáîð ïàðîé (∞, d), ãäå d = K − (k1 + · · · + kl) � äåôåêò
â òî÷êå (ñì. òàêæå [10]). Â íàøåì ñëó÷àå êîíå÷íîãî òèïà äåôåêò ðàâåí
íóëþ.

Óòâåðæäåíèå 1: (ñì.[7])
(a) Ãåîìåòðè÷åñêîå è àíàëèòè÷åñêîå îïðåäåëåíèÿ µ-òèïà ðîñòêà ýêâèâà-
ëåíòíû.
(b) µ-òèï ðîñòêà èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíî ãîëîìîðôíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ âåñîâîå ðàçëîæåíèå êîìïëåêñíîé êàñàòåëü-
íîé â öåíòðå ðîñòêà.
(c) Åñëè ðîñòîê èìååò êîíå÷íûé òèï m = ((m1, k1), . . . , (mq, kq)), òî äëÿ
âñåõ α = 1, . . . , p

kα ≤ dim Nα.

Îòìåòèì, ÷òî ìåæäó ðàñïðåäåëåíèåì âåñîâ â ïåðåìåííîé z � âåëè÷è-
íîé µ � è ðàñïðåäåëåíèåì âåñîâ â ïåðåìåííîé w � âåëè÷èíîé m � èìååòñÿ
ñóùåñòâåííàÿ ðàçíèöà. Åñëè µ ìû íàçíà÷àåì ïî ñîáñòâåííîìó ïðîèçâîëó,
òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ Mξ è µ âåëè÷èíà m, ò.å. µ-òèï ðîñòêà, âîññòàíàâ-
ëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ïîýòîìó ìîæíî íàïèñàòü, ÷òî m = m(Mξ, µ).

3. Ìëàäøèå êîìïîíåíòû îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü èìååòñÿ ëîêàëüíî îáðàòèìîå ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå χ =
(f, g) âèäà

(zα → fα(z, w), wβ → gβ(z, w)), α = 1, . . . , p, β = 1, ..., q,
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ðîñòêà â íà÷àëå êîîðäèíàòM0 êîíå÷íîãî òèïàm, çàäàííîãî óðàâíåíèÿìè
â ïðèâåäåííîé ôîðìå

vβ = Φβ(z, z̄, u) + Fβ(z, z̄, u), j = 1, . . . , q, (3)

â äðóãîé òàêîé æå ðîñòîê M̃0

vβ = Φ̃β(z, z̄, u) + F̃β(z, z̄, u), j = 1, . . . , q, (4)

ãäå Fβ è F̃β � ýòî o(mβ), ñîõðàíÿþùåå íà÷àëî êîîðäèíàò è âåñîâîå ðàç-
ëîæåíèå êîìïëåêñíîé êàñàòåëüíîé â íóëå.

Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòè, çàäàííûå óðàâíåíèÿìè

Q = {vβ = Φj(z, z̄, u)}, Q̃ = {vβ = Φ̃β(z, z̄, u)}, β = 1, . . . , q. (5)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Q è Q̃ � µ-ìîäåëüíûå ïîâåðõíîñòè ðîñòêîâ M0 è
M̃0.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèÿ

fα =
∑

fαγ, gβ =
∑

gβγ, Fβ =
∑

Fβγ, F̃β =
∑

F̃βγ,

ãäå fαγ, gβγ, Fβγ, F̃βγ - êîìïîíåíòû âåñà γ.
Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ òî, ÷òî îòîáðàæåíèå ñîõðàíÿåò íåïîäâèæíûì

íà÷àëî êîîðäèíàò è ðàçëîæåíèå êîìïëåêñíîé êàñàòåëüíîé íà âåñîâûå
êîìïîíåíòû, îçíà÷àåò, ÷òî

fα = Cα zα + τα(z, w) + o(µα),

ãäå Cα � íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà Cnα , à
τα(z, w) � ýòî âåêòîð-ïîëèíîì âåñà µα, êîòîðûé ìîæåò çàâèñåòü îò zγ
ëèøü ïðè γ < α è îò òåõ wδ, ò.÷. mδ < µα. Òàêèì îáðàçîì, τα(z, w) íå
ñîäåðæèò ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ. Ïîëîæèì

C z = (C1 z1, . . . , Cp zp), τ(z, w) = (τ1(z, w), . . . , τp(z, w))

ρw = (ρ1w1, . . . , ρq wq), θ(z, w) = (θ1(z, w), . . . , θq(z, w)).

Çàïèñûâàÿ, ÷òî îáðàç M0 ïðèíàäëåæèò M̃0, ïîëó÷àåì òîæäåñòâî

Im g = Φ̃(f, f̄ ,Re g) + F̃ (f, f̄ ,Re g) ïðè w = u+ i(Φ + F ). (6)
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Ðàññìîòðèì ìëàäøèå êîìïîíåíòû òîæäåñòâà (6).

Íà÷íåì ñ ãðóïïû ïåðåìåííûõ w1. Â âåñàõ îò 1 äî (m1 − 1) ïîëó÷àåì
Im g1ν = 0, ãäå 1 ≤ ν ≤ m1 − 1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îäíîðîäíàÿ ôîðìà âåñà
ν < m1 � ýòî ãîëîìîðôíàÿ ôîðìà ïåðåìåííûõ ãðóïïû z, çàêëþ÷àåì, ÷òî
g11 = g12 = ... = g1(m1−1) = 0.

Â âåñå m1 èìååì g1m1 = a(z) + ρ1w1, fα = Cα (zα + τα(z, w)), ãäå ρ1 è
Cα � ëèíåéíû è îáðàòèìû, a(z) � ãîëîìîðôíàÿ îäíîðîäíàÿ ôîðìà âåñà
m1. Ïîëó÷àåì

Im (a(z) + ρ1 (u1 + iΦ1)) = Φ̃1(C (z + τ(z, w)), C (z + τ(z, w))).

Ïîñêîëüêó m1 � ýòî ìëàäøèé âåñ â ãðóïïå âåñîâ w, òî â òåõ êîîðäèíàòàõ
τ , îò êîòîðûõ çàâèñèò Φ1, íå ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü ïåðåìåííûå ãðóïïû
w. Ò.å. τ ìîæåò çàâèñåòü îò w, íî íå äëÿ òåõ êîîðäèíàò, îò êîòîðûõ
çàâèñèò Φ1.

Îòäåëÿÿ â ýòîì ñîîòíîøåíèè êîìïîíåíòó, ãîëîìîðôíóþ ïî z, è ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî Φ1 è Φ̃1 íå ñîäåðæàò ãîëîìîðôíûõ ñëàãàåìûõ, ïîëó÷àåì
a(z) = 0. Èç ëèíåéíîé êîìïîíåíòû ïî u1 ïîëó÷àåì Im ρ1 u1 = 0. Ïîñëå
÷åãî ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

ρ1Φ1(z, z̄) = Φ̃1(C (z + τ(z)), C (z + τ(z))) (7)

Îòìåòèì, ÷òî ýòî ñîîòíîøåíèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî îòîáðàæåíèå (z →
C (z + τ(z)), w1 → ρ1w1) ïåðåâîäèò "óñå÷åííóþ" ìîäåëüíóþ ïîâåðõ-
íîñòü Q(1) = {v1 = Φ1(z, z̄)} ïðîñòðàíñòâà Cn+k1 , èìåþùóþ òèï (m1, k1),
â äðóãóþ "óñå÷åííóþ" ïîâåðõíîñòü Q̃(1) = {v1 = Φ̃1(z, z̄)} òàêîãî æå
òèïà.

Ïåðåõîäèì ê êîîðäèíàòå w2. Êîìïîíåíòû g2ν , ãäå ν < m2, � ýòî âû-
ðàæåíèÿ âèäà

∑
ψαβ (z, w1), ãäå ψαβ (z, w1) � ãîëîìîðôíàÿ ïîëèëèíåéíàÿ

ôîðìà âåñà α ïî z è β ïî w1, ïðè÷åì α+m1 β = ν. Êîìïîíåíòû òîæäåñòâà
(6) âåñîâ ν < m2 äàþò

Im (
∑

ψαβ (z, u1 + iΦ1)) = 0,

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî g2ν = 0 ïðè ν < m2. Ýòî ìîæíî áûëî áû äîêà-
çàòü íåïîñðåäñòâåííî èç ïîëó÷åííîãî òîæäåñòâà. Âîñïîëüçóåìñÿ, îäíà-
êî, äðóãèì ñïîñîáîì. Äåéñòâèòåëüíî, g2ν � ýòî ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà
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"óñå÷åííîì" ïîðîæäàþùåì ìíîãîîáðàçèè êîíå÷íîãî òèïàQ1 = {(z, w1) :
v1 = Φ1(z, z̄)}, ÷üÿ ìíèìàÿ ÷àñòü ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó g2ν ïîñòîÿííà, à
ò.ê. å¼ âåñ áîëüøå íóëÿ, òî ýòî íîëü.

Â âåñå m2 èìååì g2m2 =
∑
ψγδ (z, w1) + ρ2w2, ãäå ψγδ èìååò âåñ γ ïî z

è ñòåïåíü δ ïî w1, ρ2 � ëèíåéíà, ïðè÷åì γ +m1 δ = m2, è ïðè ýòîì èìååò
ìåñòî ñîîòíîøåíèå

Im
(∑

ψγδ (z, u1 + iΦ1) + ρ2(u2 + iΦ2(z, z̄, u1))
)

=

Φ̃2(C (z + τ(z, w1)), C (z + τ(z, w1)), ρ1 u1).

Îòäåëÿÿ ÷ëåíû, ëèíåéíûå ïî u2, ïîëó÷àåì Im(ρ2)u2 = 0, ò.å. ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå ρ2 � âåùåñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå ïðèîáðåòàåò
âèä

Im
(∑

ψγδ (z, u1 + iΦ1(z, z̄))
)

= −ρ2 Φ2(z, z̄, u1)

+Φ̃2(C (z + τ(z, u1 + iΦ1)), C (z + τ(z, u1 + iΦ1(z, z̄))), ρ1 u1).

Â ñèëó óñëîâèÿ (I) åãî ïðàâàÿ ÷àñòü íå ñîäåðæèò ñëàãàåìûõ, ãîëîìîðô-
íûõ ïî z. Ïîëàãàÿ z̄ = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè γ 6= 0, òî ψγδ (z, u1) = 0, à
ψ0δ (u1) � âåùåñòâåííàÿ ôîðìà âåñà m2, êîòîðóþ ìû ïåðåîáîçíà÷èì ÷å-
ðåç ρ2 θ2(w1), ò.å. g2m2 = ρ2(w2 +θ2(w1)). Òåïåðü ñîîòíîøåíèå ïðèîáðåòàåò
âèä

ρ2 Φ2(z, z̄, u1) =

Φ̃2(C (z + τ(z, u1 + iΦ1)), C (z + τ(z, u1 + iΦ1)), ρ1 u1) + Im θ2(u1 + iΦ1)

Îòìåòèì, ÷òî ýòî ñîîòíîøåíèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî îòîáðàæåíèå

(z → C (z + τ(z, w)), w1 → ρ1w1, w2 → ρ2 (w2 + θ2(w1)))

ïåðåâîäèò âòîðóþ "óñå÷åííóþ" ïîðîæäàþùóþ ïîâåðõíîñòüQ(2) = {v1 =
Φ1(z, z̄), v2 = Φ2(z, z̄, u1)} ïðîñòðàíñòâà Cn+k1+k2 òèïà ((m1, k1), (m2, k2))
â äðóãóþ "óñå÷åííóþ" ïîâåðõíîñòü Q̃(2) = {v1 = Φ̃1(z, z̄), v2 = Φ̃2(z, z̄, u1)}
òîãî æå òèïà.

È òàê äàëåå äî ïîñëåäíåé âåñîâîé ãðóïïû, ñîîòâåòñòâóþùåé wq. Ñôîð-
ìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.

Óòâåðæäåíèå 2: Ïóñòü

χ = (zα → fα(z, w), wβ → gβ(z, w), α = 1, . . . , p, β = 1, ..., q)
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îáðàòèìîå ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå ðîñòêà (3) íà äðóãîé òàêîé ðîñòîê
(4), ò.÷. åãî äåéñòâèå íà êîìïëåêñíîé êàñàòåëüíîé â íóëå ñîõðàíÿåò å¼
ðàçëîæåíèå íà êîìïîíåíòû âåñîâ µ. Òîãäà

(a) Ýòî îòîáðàæåíèå èìååò âèä

(zα → Cα (zα + τα(z, w)) + o(µα), wβ → ρβ (wβ + θβ(w1, ..., wβ−1)) + o(mβ)),

ãäå Cα ∈ GL(nα,C), ρβ ∈ GL(kβ,R) è ãäå [τα] = µα, [θβ] = mβ,

ïðè÷åì äëÿ âñåõ β = 1, ..., q (8)

Φ̃β(C (z + τ(z, u+ iΦ)), C (z + τ(z, u+ iΦ)), ρ (u+ Re (θ(u+ iΦ)))) =

ρβ (Φβ(z, z̄, u) + Im θβ(u+ iΦ)).

(b) Ïðè ýòîì "êâàçèëèíåéíîå" îòîáðàæåíèå

(z → C (z + τ(z, w)), wν → ρν (wν + θν(w1, ..., wν−1)), ν = 1, ..., β) (9)

ïåðåâîäèò µ-ìîäåëüíóþ ïîâåðõíîñòü Q â µ-ìîäåëüíóþ ïîâåðõíîñòü Q̃
(ñì. (19)).

Áîëåå òîãî, äëÿ êàæäîãî β = 1, ..., q óñå÷åííîå îòîáðàæåíèå

(z → C z + τ(z, w), wν → ρν wν + θν(w1, ..., wν−1), ν = 1, ..., β)

ïåðåâîäèò óñå÷åííóþ ìîäåëüíóþ ïîâåðõíîñòü

Q(β) = {vν = Φν , ν = 1, ..., β}

ïðîñòðàíñòâà Cn+k1+...+kβ â ñîîòâåòñòâóþùóþ óñå÷åííóþ ìîäåëüíóþ ïî-
âåðõíîñòü.

Q̃(β) = {vν = Φ̃ν , ν = 1, ..., β}.
Ïóíêò (b) òåîðåìû ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.

Åñëè ïîëîæèòü Q̃ = Q, òî îòîáðàæåíèÿ (9) c óñëîâèåì (8) îáðàçóþò
íåêîòîðóþ ïîäãðóïïó G0 àâòîìîðôèçìîâ Q, ñîõðàíÿþùèõ íà÷àëî êîîð-
äèíàò è âåñîâîå ðàçëîæåíèå êîìïëåêñíîé êàñàòåëüíîé â íóëå. Ýòî àâòî-
ìîðôèçìû Q âèäà

zα → Cα (zα + τα(z, w)),

wβ → ρβ (wβ + θβ(w1, ..., wβ−1)). (10)
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Ò.å. ýòî àâòîìîðôèçìû, ò.÷. êàæäàÿ êîîðäèíàòà ñîõðàíÿåò ñâîé âåñ. Åñ-
ëè ïðèâëå÷ü ââåäåííîå íàìè â ïóíêòå 4 ïîíÿòèå ñîñòàâëÿþùåé, òî G0

ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü òàê: ýòî àâòîìîðôèçìû Q, ÷üå ðàçëîæåíèå íà
ñîñòàâëÿþùèå ñîäåðæèò ëèøü 0-ñîñòàâëÿþùóþ. Èìåííî ýòî ôèêñèðóåò
(10). Òî, ÷òî òàêîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì Q, � ýòî óñëî-
âèÿ (8) (óòâåðæäåíèå 2) ïðè Φ̃ = Φ.

Åñëè ðàññìîòðåòü ñîâîêóïíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé âèäà (10) áåç óñëî-
âèé (8), òî îíè îáðàçóþò ïîäãðóïïó ïîëèíîìèàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ
ïðîñòðàíñòâà

CN = Cn1 + · · ·+ Cnp + Ck1 + · · ·+ Ckq ,

Ýòà ïîäãðóïïà G0 ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ïîäãðóïïû òðå-
óãîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âèäà

zα → zα + τα(z, w), wβ → wβ + θβ(w1, ..., wβ−1).

è ëèíåéíûõ âèäà

zα → Cα zα, wβ → ρβ wβ.

Â ñòàíäàðòíîé, íåâçâåøåííîé âåðñèè [2], èìååòñÿ óòâåðæäåíèå (òåî-
ðåìà 5 ï.(f)) î òîì, ÷òî ýëåìåíò G0 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì äåé-
ñòâèåì íà êîîðäèíàòó z. Âîò àíàëîã ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 3: Åñëè ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Q èìååò â íóëå êîíå÷-
íûé µ-òèï è èìååòñÿ àâòîìîðôèçì (f(z, w), g(z, w)) ∈ G0, ò.÷. f(z, w) = z,
òî g(z, w) = w, ò.å. ýòî òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïîëîæèì τ(z, w) = 0, C z = z è çàïèøåì ñîîòíîøåíèå
(8) äëÿ β = 1, ïîëó÷èì ρ1Φ1(z, z̄) = Φ1(z, z). Îòêóäà èç ëèíåéíîé íåçà-
âèñèìîñòè êîîðäèíàò Φ1 ñëåäóåò, ÷òî ρ1w1 = w1. Çàïèøåì ñîîòíîøåíèå
(8) äëÿ β = 2, ïîëó÷èì

Φ2(z, z, u1) = ρ2 Φ2(z, z̄, u1) + Im θ2(u1 + iΦ1)

Èç òîãî, ÷òî Φ2 çàïèñàíà â ïðèâåäåííîé ôîðìå, ïîëó÷àåì θ2 = 0 è ρ2w2 =
w2. È òàê äàëåå äî β = q. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü êàê íàëè÷èå íåêîòî-
ðîé ïàðàìåòðèçàöèè ãðóïïû G0. Âñÿêèé ýëåìåíò χ ∈ G0 îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ (C, τ, ρ, θ), ãäå íàáîð ïàðàìåòðîâ ñâÿ-
çàí àëãåáðàè÷åñêèìè ñîîòíîøåíèÿìè (8). Óòâåðæäåíèå 3 îçíà÷àåò, ÷òî
ïàðàìåòðû (ρ, θ) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè (C, τ), ò.å. ρ =
ρ(C, τ), θ = θ(C, τ). Àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå (C, τ, ρ, θ),
îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèÿìè (8) èìååò îäíîçíà÷íóþ ïðîåêöèþ â íåêî-
òîðîå àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî C ïðîñòðàíñòâà (C, τ). Â ðåçóëüòàòå
C ïîëó÷àåò ñòðóêòóðó àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû, äåéñòâóþùåé â CN è èçî-
ìîðôíîé G0.

4. Âçâåøåííàÿ êîíñòðóêöèÿ Ïóàíêàðå

Ââåäåì â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V íàáîðîâ ãîëîìîðôíûõ ðîñòêîâ â
îêðåñòíîñòè íóëÿ âèäà χ = (f1, . . . , fp; g1, . . . , gq) ïðÿìîå ðàçëîæåíèå íà
ñîñòàâëÿþùèå V =

∑
Vν , ãäå Vν ñîñòîèò íàáîðîâ ñëåäóþùèõ âåñîâ ((µ1+

ν, . . . , µp + ν), (m1 + ν, . . . ,mq + ν)). Ñîîòâåòñòâåííî ìû ìîæåì íàïèñàòü
χ =

∑
χ(ν) = (f, g) =

∑
(f (ν), g(ν)), ïðè ýòîì

f (ν) = (f1(µ1+ν), . . . , fp(µp+ν)), g(ν) = (g1(m1+ν), . . . , gq(mq+ν)).

Ïóñòü ìëàäøèå (ìîäåëüíûå) ÷ëåíû óðàâíåíèé (3) è (4) ñîâïàäàþò,
ò.å. Φ̃ = Φ è Q̃ = Q. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ìëàäøàÿ ñîñòàâëÿþ-
ùàÿ îòîáðàæåíèÿ χ =

∑
χ(ν) ïîâåðõíîñòè (3) íà (4) ïðè óñëîâèè ñî-

õðàíåíèÿ íà÷àëà êîîðäèíàò è âåñîâîãî ðàçëîæåíèÿ êîìïëåêñíîé êàñà-
òåëüíîé � ýòî χ0, ò.å. íàáîð êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé èìååò âåñà âèäà
((µ1, . . . , µp), (m1, . . . ,mq)). Ïðè ýòîì χ0 � ýòî ýëåìåíò ëèíåéíîé àëãåá-
ðàè÷åñêîé ãðóïïû G0 è îí, êàê áûëî ïîêàçàíî, çàäàåòñÿ ñâîåé ñèñòåìîé
ïàðàìåòðîâ λ0 = (C, τ, ρ, θ), ò.å. χ0 = χ0(λ0). ßñíî, ÷òî ëþáîå òàêîå îòîá-
ðàæåíèå χ = χ0 + χ1 + . . . ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå êîìïîçèöèè
ϕ ◦ ψ, ãäå ψ = ϕ−1 ◦ χ � ýòî îòîáðàæåíèå, ó êîòîðîãî 0-ñîñòàâëÿþùàÿ �
ýòî òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, ò.å. ψ = Id+ ψ(1) + ψ(2) + . . . .

Ïðèìåíèì êîíñòðóêöèþ Ïóàíêàðå, ÷òîáû äàòü îöåíêó ðàçìåðíîñòè
ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé âèäà ψ = Id + ψ(1) + ψ(2) + . . . . Ïðîñòðàíñòâî
V1 + V2 + . . . îáîçíà÷èì ÷åðåç V+. Ðàññìîòðèì òåïåðü òîæäåñòâî (6) è
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âûäåëèì â íåì ν-þ ñîñòàâëÿþùóþ. Ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

−Im g(ν) + dΦ(z, z̄, u) (f (ν), f̄ (ν),Re g(ν)) =

÷ëåíàì, çàâèñÿùèì îò ñîñòàâëÿþùèõ f (ι), g(ι) ïðè ι < ν, (11)

ãäå w = u+ iΦ(z, z̄, u).

Ïóñòü K � ÿäðî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

L(f, g) = −Im g + dΦ(z, z̄, u) (f, f̄ ,Re g), ãäå w = u+ iΦ(z, z̄, u), (12)

äåéñòâóþùåãî íàV+. Ýòî ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâîV+, êîòîðîå ìîæíî
ðàçëîæèòü ïî ñîñòàâëÿþùèì K(1)+K(2)+. . . . Íåçàâèñèìî îò êîíå÷íîìåð-
íîñòè ÿäðà K îòäåëüíî êàæäàÿ åãî ñîñòàâëÿþùàÿ êîíå÷íîìåðíà, ò.ê. åå
êîîðäèíàòíûå ïðîåêöèè ÿâëÿþòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâàìè ïîëèíîìîâ ôèê-
ñèðîâàííîãî âåñà.

Îñíîâíîå íàáëþäåíèå, íà êîòîðîì îñíîâàíû ïðèìåíåíèÿ êîíñòðóêöèè
Ïóàíêàðå â CR-ãåîìåòðèè, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Óñëîâèå, ÷òî âåêòîðíîå
ïîëå â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò

X = 2 Re

(
f
∂

∂z
+ g

∂

∂w

)
ïðèíàäëåæèò àëãåáðå Ëè autQ èíôèíèòåçèìàëüíûõ ãîëîìîðôíûõ àâòî-
ìîðôèçìîâ ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè Q, � ýòî L(f, g) = 0.

Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå (11) êàê ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ îòîáðàæåíèÿ ψ.

Ïåðâûé øàã � âûäåëÿåì 1-ñîñòàâëÿþùóþ (11). Îíà èìååò âèä L(f (1), g(1)) =
T1(λ0). Ìû âèäèì, ÷òî äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ (f (1), g(1)) äîñòà-
òî÷íî çàôèêñèðîâàòü ýëåìåíò λ1 ∈ K(1), è ìû ìîæåì íàïèñàòü (f (1), g(1)) =
(f (1)(λ1), g(1)(λ1)). Îäíàêî äëÿ ðàçðåøèìîñòè ïîëó÷åííîé íåîäíîðîäíîé
ëèíåéíîé ñèñòåìû ñëåäóåò äîáàâèòü óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè (óñëîâèå ïî-
ïàäàíèÿ T1(λ0) â îáðàç L(f (1), g(1)). Ýòî óñëîâèå C1(λ0, λ1) = 0 åñòü âåùå-
ñòâåííî àëãåáðàè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó λ0 ∈ G0 è λ1 ∈ K(1)

Âòîðîé øàã � âûäåëÿåì 2-ñîñòàâëÿþùóþ (11). Îíà èìååò âèä L(f (2), g(2)) =
T2(λ1), ãäå T2 � âåùåñòâåííûé âåêòîð-ïîëèíîì îò λ1. Ìû âèäèì, ÷òî ïðè
ôèêñèðîâàííîì λ1 äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ (f (2), g(2)) äîñòàòî÷íî
çàôèêñèðîâàòü ýëåìåíò λ2 ∈ K(2). À òàêæå âîçíèêàåò íîâîå óñëîâèå ðàç-
ðåøèìîñòè C2(λ0, λ1, λ2) = 0. È òàê äàëåå äî áåñêîíå÷íîñòè.

Åñëè F (z, z̄, u) = F̃ (z, z̄, u) = 0, ò.å. îòîáðàæåíèå � ýòî àâòîìîð-
ôèçì ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè, òî âñå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ èñ÷åçàþò, ò.å.
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Cν = 0 äëÿ âñåõ ν. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ïàðàìåòðîâ, çàäàþùàÿ àâòî-
ìîðôèçì Q âèäà χ = χ0 + χ1 + . . . , ñîâïàäàåò ñ G0 ∪ K.

Â îáùåì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îïèñàíèå ñèñòåìû ïàðàìåò-
ðîâ

Λ(M0) = {(λ0, λ1, λ2, . . . ) ∈ G0 ∪ K : Cν(λ0, λ1, . . . .λν) = 0, ν = 1, 2, . . . }.
(13)

Åñëè ÿäðî K îêàçàëîñü êîíå÷íîìåðíûì è, òåì ñàìûì, êîíå÷íîãðàäó-
èðîâàííûì, ò.å. Kν = 0 ïðè ν > d, òî Λ, êàê ìû âèäèì, åñòü âåùåñòâåííî
àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî êîíå÷íîìåðíîãî âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà.

Åñëè M̃0 = M0, ò.å. ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé, êîòîðîå ïàðàìåòðèçó-
åò ñîâîêóïíîñòü ïàðàìåòðîâ Λ � ýòî àâòîìîðôèçìû M0, òî ìíîæåñòâî
Λ åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ íåêîòîðîé ïîäãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ
M0. Ýòó ïîäãðóïïó, ñîñòîÿùóþ èç àâòîìîðôèçìîâ âèäà χ = χ0 +χ1 + . . . ,
ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Autµ0 M0. Ýòî â òî÷íîñòè òå àâòîìîðôèçìû M0, êî-
òîðûå ñîõðàíÿþò íà÷àëî êîîðäèíàò è âåñîâîå ðàçëîæåíèå êîìïëåêñíîé
êàñàòåëüíîé â íóëå. Ýòó ïîäãðóïïó ñòàáèëèçàòîðà íóëÿ áóäåì íàçûâàòü
µ-ñòàáèëèçàòîðîì. Èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâèå λ→ χ(λ), ìû ìîæåì íàïè-
ñàòü

Λ ≈ Autµ0 M0.

Ïîñêîëüêó ãðóïïà Autµ0 M0 òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà ñåáå ëåâûìè ñäâè-
ãàìè, òî ýòî äåéñòâèå èíäóöèðóåò òðàíçèòèâíîå äåéñòâèå íà Λ. Åñëè K
êîíå÷íîìåðíî, òî Λ � âåùåñòâåííî àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå áåç îñî-
áåííîñòåé.

Ñîîòâåòñòâóþùóþ àëãåáðó Ëè îáîçíà÷èì êàê autµ0 M0. Ýòî íåêîòîðàÿ
ïîäàëãåáðà â ïîëíîì ñòàáèëèçàòîðå aut0M0, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü,
åñòü ïîäàëãåáðà â ïîëíîé àëãåáðå autM0.

Ïîäãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ M0, ñîñòîÿùóþ èç àâòîìîðôèçìîâ âèäà
χ = Id + χ1 + . . . , îáîçíà÷èì G+(M0). Ïîäãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ M0,
ñîñòîÿùóþ èç àâòîìîðôèçìîâ âèäà χ = χ0 îáîçíà÷èì G0(M0).

Ïåðåä îáùåé ôîðìóëèðîâêîé ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ïðèâåäåì ÷àñò-
íûå óòâåðæäåíèÿ, èìåþùåå îòíîøåíèå ê ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè Q.

Óòâåðæäåíèå 4:
(a) G+(Q0) ≈ K, ïðè÷åì K � ýòî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.
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(b) Autµ0 Q0 ≈ Λ(Q0) = G0 t K.
(c) Autµ0 Q0 = G0(M0) nG+(Q0) � ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå.

Èòàê,
� ïóñòü µ � ïðîèçâîëüíàÿ ãðàäóèðîâêà ïåðåìåííîé z,
� ïóñòü èìååòñÿ äâà ðîñòêà â íà÷àëå êîîðäèíàò M0 è M̃0 êîíå÷íîãî òèïà
m, çàäàííîãî óðàâíåíèÿìè â ïðèâåäåííîé ôîðìå

M0 = {vβ = Φβ(z, z̄, u) + Fβ(z, z̄, u)},
M̃0 = {vβ = Φβ(z, z̄, u) + F̃β(z, z̄, u)},

j = 1, . . . , q, Fβ = o(mβ), F̃β = o(mβ).

� ðàññìîòðèì
Íàøè ðàññóæäåíèÿ äîêàçûâàþò ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 5: Ïóñòü µ � ïðîèçâîëüíàÿ ãðàäóèðîâêà ïåðåìåííîé z, ïóñòü
Q0 � µ-ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ðîñòêà M0, òîãäà
(a) G0(M0) � ýòî ïîäãðóïïà â G0(Q0).
(b) Ìíîæåñòâî Λ(M0), ïàðàìåòðèçóþùåå ñåìåéñòâî îáðàòèìûõ îòîáðà-
æåíèé M0 íà M̃0 âèäà χ = χ0 + χ(1) + χ(2) + . . . èìååò âèä (13).
(c) Åñëè autµ0 Q0 <∞, òî Λ(M0) � ýòî íåîñîáîå âåùåñòâåííî àëãåáðàè÷å-
ñêîå ìíîæåñòâî è dim Λ(M0) ≤ dim autµ0 Q0.
(d) dim autµ0 M0 ≤ dim autµ0 Q0.

Â ñâÿçè ñ ýòîé òåîðåìîé óìåñòíî çàäàòü ñëåäóþùèé âîïðîñ. Êîãäà
dim autµ0 Q0 êîíå÷íà?

Óòâåðæäåíèå 6: dim autµ0 Q0 < ∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà µ-
ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Q èìååò êîíå÷íûé òèï è ãîëîìîðôíî íåâûðîæ-
äåíà.
Äîêàçàòåëüñòâî: Äîñòàòî÷íîñòü ñëåäóåò èç èçâåñòíîé òåîðåìû (ñì. [11]).
Ïîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Íåîáõîäèìîñòü ãîëîìîðôíîé íåâûðîæäåííî-
ñòè � î÷åâèäíà. Åñëè µ-ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Q èìååò áåñêîíå÷íûé òèï,
òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäè êîîðäèíàòíûõ ôîðì êàêîãî-òî âåñà èìååòñÿ
ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü. Ïîñëå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ãðóïïû ïåðåìåííûõ w ñðåäè êîîðäèíàòíûõ ôîðì ïîÿâÿòñÿ òîæäå-
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ñòâåííûå íóëè. Ýòî ñðàçó äàåò áåñêîíå÷íîìåðíîñòü. Óòâåðæäåíèå äîêà-
çàíî.

Ýòî óòâåðæäåíèå, êàê è åãî äîêàçàòåëüñòâî âïîëíå àíàëîãè÷íû òîìó,
êîòîðûå èìåþòñÿ ïðè îáû÷íîì íåâçâåøåííîì ïîäõîäå [2]. Îòìåòèì, ÷òî
óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 6 � ýòî òàêæå è êðèòåðèé êîíå÷íîìåðíîñòè ïîëíîé
àëãåáðû autQ0.

Â ñâÿçè ñ ýòèì óòâåðæäåíèåì ìû íàïîìèíàåì ñëåäóþùåå îïðåäåëå-
íèå. Ðîñòîê íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì, åñëè îí èìååò êîíå÷íûé òèï è
ãîëîìîðôíî íåâûðîæäåí. Ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà µ. Ïî-
ýòîìó íåâûðîæäåííîñòü ïî îòíîøåíèþ ê îäíîìó âåñó îçíà÷àåò íåâûðîæ-
äåííîñòü ïî îòíîøåíèþ êî âñåì âåñàì. Íåâûðîæäåííîñòü µ-ìîäåëüíîé
ïîâåðõíîñòè Q âëå÷åò íåâûðîæäåííîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ðîñòêà. Îá-
ðàòíîå íåâåðíî.

5. Âçâåøåííàÿ ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü è å¼ àâòîìîðôèçìû

Ââåäåííûå äëÿ ïåðåìåííûõ ãðóïï z è w âåñà åñòåñòâåííî ïðîäîë-
æàþòñÿ è íà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Â ðåçóëüòàòå àëãåáðà Ëè âñåõ èíôè-
íèòåçèìàëüíûõ ãîëîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ ëþáîãî ðîñòêà ñòàíîâèòñÿ
ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðîé Ëè. Ýòó ãðàäóèðîâàííóþ àëãåáðó ìû îáîçíà-
÷èì autµQ0. Ââåäåíèå â îáîçíà÷åíèå äëÿ àëãåáðû àâòîìîðôèçìîâ âåðõ-
íåãî èíäåêñà µ ïîä÷åðêèâàåò òî, ÷òî ðàçëè÷íûå ãðàäóèðîâêè ïåðåìåííûõ
ãðóïïû z ïðåâðàùàþò îäíó è òó æå àëãåáðó àâòîìîðôèçìîâ â ðàçíûå
ãðàäóèðîâàííûå àëãåáðû Ëè.

Ïåðåìåííûì ãðóïïû wq ìàêñèìàëüíîãî âåñà mq ñîîòâåòñòâóþò äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ ñòàðøåãî îòðèöàòåëüíîãî âåñà −mq. Ïîýòîìó ìîæíî íà-
ïèñàòü, ÷òî

autµQ0 =
∞∑

ν=−mq

gν .

Ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü òðè ïîäàëãåáðû, â ñóììó êîòîðûõ ðàñêëàäûâà-
åòñÿ ïîëíàÿ àëãåáðà: g− =

∑
ν<0 gν , g0, g+ =

∑
ν>0 gν ,

autµQ0 = g− + g0 + g+.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäå-
íèÿ.
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Óòâåðæäåíèå 7 :
(a) g0 � ýòî àëãåáðà Ëè ãðóïïû G0.
(b) Ïîäãðóïïà G0 ñîäåðæèò 1-ïàðàìåòðè÷åñêóþ (ãðàäóèðóþùóþ) ïîä-
ãðóïïó

(zα → tµα zα, wβ → tmβ wβ), t ∈ R∗ (14)

Ýòîé ïîäãðóïïå ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðíîå ïîëå âåñà íîëü

X0 = 2 Re (
∑

µα zα
∂

∂ zα
+
∑

mβ wβ
∂

∂ wβ
), (15)

(c) Åñëè X =
∑∞

ν=−mq Xν ∈ autµQ0, òî Xν ∈ autµQ0 äëÿ êàæäîãî ν.

(d) µ-ñòàáèëèçàòîð íóëÿ � ýòî ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå G0 o G+, ñîîò-
âåòñòâåííî autµ0 Q0 = g0 + g+.
(e) autµQ0 � êîíå÷íîìåðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà autµQ0 � êîíå÷-
íîãðàäóèðîâàíà, ò.å. ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî âåñîâûõ êîìïîíåíò gν îòëè÷íî
îò íóëÿ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè Q íåâûðîæäåíà, òî

autµQ0 =
d∑

ν=−mq

gν ,

ãäå d � ñòàðøàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ íåíóëåâàÿ êîìïîíåíòà.

Ïóñòü ξ = (z = a, w = b) � òî÷êà Q. Ðàññìîòðèì ïåðâóþ ãðóïïó
óðàâíåíèé Q, à èìåííî v1 = Φ1(z, z̄), ñäåëàåì çàìåíó z → a + z, w1 →
(b1 + iΦ1(a, ā)) + w1 è çàïèøåì ïîëó÷èâøèåñÿ óðàâíåíèÿ:

v1 = Φ1(z + a, z̄ + ā)− Φ1(a, ā) = Φ1(z, z̄) + dΦ1(z, z̄)(a, ā) + . . . .

Åñëè ïðèñâîèòü ïàðàìåòðàì a ñîîòâåòñòâóþùèå µ-âåñà, òî âñå ñëàãàåìûå
áóäóò èìåòü âåñ m1. Åñëè æå ñ÷èòàòü âåñà òîëüêî ïî ïåðåìåííûì z, òî
ïåðâîå ñëàãàåìîå èìååò âåñ m1, à âñå îñòàëüíûå � ñòðîãî ìåíüøå. Ïîëü-
çóÿñü èçâåñòíîé ïðîöåäóðîé, ìû ìîæåì ýòó "óñå÷åííóþ" ïîâåðõíîñòü
Q(1) çàïèñàòü â ïðèâåäåííîì âèäå. Äëÿ ýòîãî ïåðâîãî øàãà ïðîöåäóðà
íàïðàâëåíà òîëüêî íà òî, ÷òîáû óáðàòü ïëþðèãàðìîíè÷åñêèå ÷ëåíû. Åñ-
ëè ïðè ýòîì îñòàíóòñÿ ñëàãàåìûå âåñà ìåíüøå ÷åì m1, òî ìû ìîæåì êîí-
ñòàòèðîâàòü, ÷òî µ-òèï èçìåíèëñÿ è ââåñòè íîâûå âåñà äëÿ ïåðåìåííûõ
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ãðóïïû w1. Åñëè æå ýòîãî íå ïðîèçîøëî, ò.å. ïîñëå ïðèâåäåíèÿ óðàâíå-
íèå Q(1) âåðíóëîñü ê ïðåæíåìó âèäó, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
ãîëîìîðôíûé àâòîìîðôèçì Q(1) âèäà

z → a+ z, w1 → b1 + w1 + P1(z, a, ā),

ïåðåâîäÿùèé (z = 0, w1 = 0) â (z = a, w1 = b1 + iΦ1(a, ā)), ïðè÷åì âåñ
ïîëèíîìà P1 ñòðîãî ìåíüøå m1.

Äàëåå ìû ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ âòîðîé "óñå÷åííîé" ïîâåðõ-
íîñòè Q(2), çàäàííîé óðàâíåíèÿìè Q(1) è ãðóïïîé óðàâíåíèé âèäà v2 =
Φ2(z, z̄, u1) â òî÷êå (z = a, w1 = b1+iΦ1(a, ā), w2 = b2+iΦ2(a, ā, b1)). Ïðè
ýòîì óðàâíåíèÿ Q(1) � ýòî íîâûå ïðèâåäåííûå óðàâíåíèÿ. Òåïåðü îïÿòü
ïîâòîðÿåòñÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ïðèâåäåííûõ óðàâíåíèé Q(2) è âû-
÷èñëåíèÿ µ-òèïà â íîâîé òî÷êå. Åñëè òèï íå èçìåíèëñÿ, òî ìû ïîëó÷àåì
ïîëèíîìèàëüíî-òðåóãîëüíûé àâòîìîðôèçì Q(2) âèäà

z → a+ z, w1 → (b1 + iΦ1(a, ā)) + w1 + P1(z, a, ā),

w2 → (b2 + iΦ2(a, ā, b1)) + w2 + P2(z, w1, a, ā, b1),

ò.÷. îí ïåðåâîäèò (z = 0, w1 = 0, w2 = 0) â (z = a, w1 = b1 +
iΦ1(a, ā), w2 = b2 + iΦ2(a, ā, b1)), ïðè÷åì âåñ P2 ñòðîãî ìåíüøå m2. È
òàê äàëåå äî ïîñëåäíåé ãðóïïû ïåðåìåííûõ. Ïîñòðîåííûé â ðåçóëüòàòå
ýòîãî ïðîöåññà îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé ïîëèíîìèàëüíî-òðåóãîëüíûé
"ñäâèã" îáîçíà÷èì ÷åðåç Sξ.

Ïóñòü Q � âçâåøåííàÿ ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, ÷åé µ-òèï â íà÷àëå
êîîðäèíàò ðàâåí m. Ïóñòü Qm � ýòî ñîâîêóïíîñòü òî÷åê Q, ò.÷. â ýòèõ
òî÷êàõ µ-òèï ðàâåí m. Èòàê, äëÿ êàæäîé òî÷êè ξ ∈ Qm ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé àâòîìîðôèçì Sξ, ïîñòðîåííûé â ðåçóëüòàòå ïðèâåäåíèÿ óðàâ-
íåíèé è êîòîðûé ïåðåâîäèò íà÷àëî êîîðäèíàò â ξ. Ñîâîêóïíîñòü ýòèõ
”ñäâèãîâ” � ýòî ïîäãðóïïà, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç GS, à åå àëãåá-
ðó � ÷åðåç gs.

×òîáû ÿâíî îïèñàòü ïîëÿ èç gs, íàäî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïîëó-
÷åííûå òðåóãîëüíî-ïîëèíîìèàëüíûå çàìåíû ïî ïàðàìåòðàì (âûäåëèòü
ëèíåéíûå ïî ïàðàìåòðàì ñëàãàåìûå).

Ïóñòü St � ñòàáèëèçàòîð íà÷àëà êîîðäèíàò â ãðóïïå AutQ0 ãîëîìîðô-
íûõ àâòîìîðôèçìîâ Q, à st � ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà Ëè. ßñíî, ÷òî
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St � ýòî ïîäãðóïïà, à st � ýòî ïîäàëãåáðà. Ïðè ñòàíäàðòíîì (íåâçâåøåí-
íîì) ïîäõîäå st � ýòî ñóììà âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ êîìïîíåíò àëãåáðû
(ò.å. g0+g−). Ïðè âçâåøåííîì ïîäõîäå ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå òàê. Â ñâÿçè
ñ ýòèì îáîçíà÷èì ÷åðåç st− ïîäàëãåáðó, ñîñòîÿùóþ èç ïîëåé, âõîäÿùèõ
â g−, êîòîðûå îáðàùàþòñÿ â íîëü â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïîëÿ

X = (f, g) = (f1, . . . , fp; g1, . . . , gq),

ïðèíàäëåæàùèå st−, � ýòî ïîëÿ, êîòîðûå êðîìå óñëîâèÿ êàñàíèÿ Q

Im g = dΦ(z, z̄, u) (f, f̄ ,Reg), ãäå w = u+ iΦ(z, z̄, u),

óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì

f(0, 0) = 0, g(0, 0) = 0, âåñ fα < µα, âåñ gβ < mβ. (16)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àëãåáðà gs � ýòî ïîëÿ c óñëîâèåì êàñàíèÿ, òàêèå ÷òî

f(z, w) = a = const, g1 = b1 + p1(z, a), g2 = b2 + p2(z, w1, a, b1), . . . , (17)

ãäå ïîëèíîìû pβ îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàþòñÿ èç óñëîâèÿ êàñàíèÿ, îíè
èìåþò âåñ ìåíüøèé, ÷åì mβ, è îáðàùàþòñÿ â íîëü ïðè a = 0, b = 0.

Èòàê, ïîëó÷àåì

Óòâåðæäåíèå 8:
(a) Èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå ïîäàëãåáðû g− = gs+ st−.
(b) gs � ýòî ïîäàëãåáðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäãðóïïå ñäâèãîâ GS.
(b) Îðáèòà íà÷àëà êîîðäèíàò ïî îòíîøåíèþ ê ïîëíîé ãðóïïå àâòîìîð-
ôèçìîâ AutQ0 ñîâïàäàåò ñ îðáèòîé íà÷àëà êîîðäèíàò ïî îòíîøåíèþ ê
GS.

Ïóñòü G+ � ïîäãðóïïà ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ Q, ñîñòîÿùàÿ èç àâòî-
ìîðôèçìîâ, ÷üè ðàçëîæåíèÿ ïî ñîñòàâëÿþùèì èìåþò âèä

χ = Id+ χ(1) + χ(2) + . . . .

Ýòî òå çàìåíû êîîðäèíàò, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü íàìè ïðè îïèñàíèè
êîíñòðóêöèè Ïóàíêàðå. Àíàëîãè÷íî ÷åðåçG− îáîçíà÷èì ïîäãðóïïó ãðóï-
ïû àâòîìîðôèçìîâ Q, ñîñòîÿùóþ èç àâòîìîðôèçìîâ, ÷üè ðàçëîæåíèÿ ïî
ñîñòàâëÿþùèì èìåþò âèä

χ = Id+ χ(−1) + χ(−2) + · · ·+ χ(−mq).
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Åñëè â ðàçëîæåíèè ýëåìåíòîâ G+ ìîãóò, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðèñóòñòâî-
âàòü ñîñòàâëÿþùèå ñî ñêîëü óãîäíî áîëüøèì íîìåðîì, òî ðàçëîæåíèå
G− îãðàíè÷åíî ñíèçó ÷èñëîì −mq, ãäå mq � ñòàðøèé âåñ â ãðóïïå ïåðå-
ìåííûõ w. Îòñþäà àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ èç G− �
ïîëèíîìèàëüíû. Ïîëîæèì St− = G− ∩ St.

Èìååì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Óòâåðæäåíèå 9: (a) Ïîäãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ G+ ñîîòâåòñòâóåò
àëãåáðà Ëè g+.
(b) Ïîäãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ G− ñîîòâåòñòâóåò àëãåáðà Ëè g−.
(c) Ïîäãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ St− ñîîòâåòñòâóåò àëãåáðà Ëè st−.

Èòàê, ìû èìååì ðàçëîæåíèå autµQ0 = gs+st−+g0+g+. Ýòèì ÷åòûðåì
ïîäàëãåáðàì ñîîòâåòñòâóþò ÷åòûðå ïîäãðóïïû

GS, St−, G0, G+,

êîòîðûå áûëè îïèñàíû âûøå.

Îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû St− èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå, âïîëíå àíà-
ëîãè÷íîå óòâåðæäåíèþ 3.

Óòâåðæäåíèå 10: Åñëè ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Q èìååò â íóëå êî-
íå÷íûé µ-òèï è èìååòñÿ àâòîìîðôèçì (f(z, w), g(z, w)) ∈ St−, ò.÷. f(z, w) =
z, òî g(z, w) = w, ò.å. ýòî òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî áåç èçìåíåíèé ïåðåíîñèòñÿ èç óòâåðæäåíèÿ 3.

Âûøå (òåîðåìà 5) ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíîé êîíñòðóêöèè Ïóàíêàðå
ìû ïîêàçàëè, ÷òî ðàçìåðíîñòü µ-ñòàáèëèçàòîðà òî÷êè ξ â ãðóïïå àâòî-
ìîðôèçìîâ ðîñòêà îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç ðàçìåðíîñòü µ-ñòàáèëèçàòîðà íó-
ëÿ â ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ åå ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè. Îäíàêî, ÷òîáû
ïîëó÷èòü îöåíêó âñåãî ñòàáèëèçàòîðà íåîáõîäèìî îöåíèòü ðàçìåðíîñòü
St−(Mξ). Äëÿ îöåíêè ðàçìåðíîñòè st− èìååò ìåñòî ïîëíûé àíàëîã òåî-
ðåìû 5. Îäíàêî â ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà èìååòñÿ îòëè÷èå. Â òî âðåìÿ
êàê äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5 � ýòî ïðèìåíåíèå êîíñòðóêöèè Ïóàíêàðå
ê ñåìåéñòâó îòîáðàæåíèé, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11 � ýòî êîíñòðóêöèÿ
Ïóàíêàðå, ïðèìåíåííàÿ ê âåêòîðíûì ïîëÿì. Ïðè÷åì èñïîëüçîâàíèå êîí-
ñòðóêöèè Ïóàíêàðå äëÿ îöåíêè ðàçìåðíîñòåé íå ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé,
à ïðîñòðàíñòâ âåêòîðíûõ ïîëåé ïîçâîëÿåò îöåíèòü ðàçìåðíîñòü àëãåáðû
âîçìóùåííîé ïîâåðõíîñòè ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùóþ ðàçìåðíîñòü äëÿ ìî-
äåëüíîé íå òîëüêî äëÿ st−(Mξ), íî è äëÿ g−(Mξ) è äëÿ âñåé aut (Mξ).
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Òåîðåìà 11: Ïóñòü µ � ïðîèçâîëüíàÿ ãðàäóèðîâêà ïåðåìåííîé z,
ïóñòü Q0(µ) � µ-ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ðîñòêà M0, òîãäà

dim autM0 ≤ dim autQ0(µ).

Äîêàçàòåëüñòâî:Ïóñòü {v = Φ(z, z̄, u)+Ψ(z, z̄, u)} � ðîñòîê, {v = Φ(z, z̄, u)}
� ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, à Ψ(z, z̄, u) � âîçìóùåíèå. Ò.å. åñëè Φj è Ψj �
êîîðäèíàòû Φ è Ψ, ñîîòâåòñòâóþùèå wj, òî Φj èìååò âåñ mj, à Ψj åñòü
ñóììà êîìïîíåíò áîëüøåãî âåñà Ψj = Ψj(mj+1) + . . . . Ìîæíî çàïèñàòü
óðàâíåíèå âîçìóùåííîé ïîâåðõíîñòè â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñîñòàâëÿþ-
ùèì, à èìåííî v = Φ+Ψ(1) +Ψ(2) + . . . , ãäå Ψ(ν) = (Ψ1(m1+ν), . . . ,Ψq(mq+ν)).
ßñíî, ÷òî 0-ñîñòàâëÿþùàÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ � ýòî Φ. Ïóñòü

X = 2 Re

(∑
fi(z, w)

∂

∂zν
+
∑

gj(z, w)
∂

∂wj

)
= (f(z, w), g(z, w))−−

ïîëå èç autM0 è X =
∑

X(ν) � åãî ðàçëîæåíèå ïî âåñîâûì êîìïîíåíòàì.
Òîãäà

X(ν) = (f (ν), g(ν)) = (f1(µ1+ν), . . . , fq(µq+ν); g1(m1+ν), . . . , gq(mq+ν))

� íàáîð êîýôôèöèåíòîâ X(ν) (ν-ñîñòàâëÿþùàÿ ïîëÿ). Çàïèñûâàÿ óñëîâèå
êàñàíèÿ, ïîëó÷àåì

L(f, g; Φ,Ψ) = −Im g(z, w) + 2 Re (∂z(Φ(z, z̄, u) + Ψ(z, z̄, u))(f(z, w))) +

∂u(Φ(z, z̄, u) + Ψ(z, z̄, u))(Re g(z, w)) = 0,

ãäå w = u+ i (Φ(z, z̄, u) + Ψ(z, z̄, u)).(18)

Ýòî ëèíåéíîå âûðàæåíèå (îïåðàòîð) L(f, g; Φ,Ψ) åñòü ñóììà

L(f, g; Φ,Ψ) = L(f, g; Φ) + L′(f, g; Φ,Ψ),

ãäå L(f, g; Φ) = L(f, g; Φ, 0). Ò.å. L(f, g; Φ) = 0 � ýòî çàïèñü òîãî, ÷òî ïîëå
(f, g) êàñàåòñÿ ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè Q, à âñå ÷ëåíû L, çàâèñÿùèå îò Ψ,
ñîáðàíû â L′. Áóäåì çàïèñûâàòü ñîîòíîøåíèå (18) êàê ðàâåíñòâî íóëþ åãî
ñîñòàâëÿþùèõ. ßñíî, ÷òî åñëè ïîêàçàòåëü ν äîñòàòî÷íî ìàë (ν < −mq),
òî X(ν) = 0 è ñîîòíîøåíèå â òàêîé ñîñòàâëÿþùåé íå äàñò ñîîòíîøåíèé íà
êîýôôèöèåíòû ïîëÿ. Ïåðâîå ñîäåðæàòåëüíîå ñîîòíîøåíèå ìû ïîëó÷èì
äëÿ ν = −mq. Èìååì X(−mq) = (0, . . . , 0; 0, . . . , 0, gq0), ãäå [gq0] = 0, ò.å.
gq0 � êîíñòàíòà. Íåòðèâèàëüíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ (−mq)-ñîñòàâëÿþùåé
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(18) � ýòî Im gq0 = 0. Â ñëåäóþùåé (−mq + 1)-é ñîñòàâëÿþùåé ó÷àñòâóþò
X(−mq+1) = (f (−mq+1), g(−mq+1)) è X(−mq). È ò.ä., ïðè÷åì ν-ÿ ñîñòàâëÿþ-
ùàÿ (18) èìååò âèä

L(f (ν), g(ν)) + ÷ëåíû, çàâèñÿùèå îò (f (ν−1), g(ν−1)), (f (ν−2), g(ν−2)), · · · = 0.

Ò.å. ýòà ñèñòåìà ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé îáëàäàåò ñâîéñòâîì òðåóãîëü-
íîñòè. Ýòî ïîçâîëÿåò îöåíèâàòü ðàíã ïîëíîé (âîçìóùåííîé) ñèñòåìû
L(f, g; Φ,Ψ) = 0 ÷åðåç ðàíã ìîäåëüíîé L(f, g; Φ) = 0. Â ñèëó ÷åãî ïî-
ëó÷àåì îöåíêó íà ðàçìåðíîñòü. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 12:(a) Îòìå÷åííîå â äîêàçàòåëüñòâå ñâîéñòâî òðåóãîëü-
íîñòè ñèñòåìû (18) ïîçâîëÿåò ñäåëàòü áîëåå òî÷íîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü
ν ∈ Z îáîçíà÷èì ÷åðåç Vν ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà âåêòîðíûõ ïî-
ëåé, ò.÷. èõ âåñîâîå ðàçëîæåíèå íå ñîäåðæèò êîìïîíåíò âåñà ìåíüøå, ÷åì
ν. Òîãäà ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî

∀ ν dim(autM0 ∩ Vν) ≤ dim (autQ0 ∩ Vν).

(b) Ðàññóæäåíèå, ïðèâåäåííîå â äîêàçàòåëüñòâå ïðèìåíèìî íå òîëüêî ê
ïîëíîé àëãåáðå àâòîìîðôèçìîâ, íî è ê ëþáîé åå ïîäàëãåáðå. Â ÷àñòíîñòè,
â êà÷åñòâå òàêèõ ïîäàëãåáð ìîæíî âçÿòü gs è st−. È òîãäà ïîëó÷àåì

dim gs(M0) ≤ dim gs(Q0), dim st−(M0) ≤ dim st−(Q0).

Ïîñêîëüêó óñëîâèåì ãîëîìîðôíîé îäíîðîäíîñòè ðîñòêà ÿâëÿåòñÿ ñîîòíî-
øåíèå dim gs(M0) = dimM = 2n+K, òî èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò,
÷òî ëþáàÿ ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ãîëîìîðôíî îäíîðîäíîãî ðîñòêà � ãî-
ëîìîðôíî îäíîðîäíà. Ýòî óòâåðæäåíèå ðàíåå áûëî äîêàçàíî â [20].
(c) Ðàçìåðíîñòü àëãåáðû àâòîìîðôèçìîâ ðîñòêà íå çàâèñèò îò ââåäåííîé
íàìè µ-ãðàäóèðîâêè, ïîýòîìó íåðàâåíñòâî èç òåîðåìû 11 ìîæíî çàìå-
íèòü íà

dim autM0 ≤ min dim autQ0(µ) ïî âñåì µ.

Êàê è â [2] ââåäåì äëÿ µ-òèïà m = ((m1, k1), . . . , (mq, kq)) ïîíÿòèå
ñòàðøåãî âåñà, à èìåííî, ïîëîæèì λ = λ(m) = mq. ×òîáû èìåòü âîçìîæ-
íîñòü ãîâîðèòü î µ-òèïå ïîâåðõíîñòè â òî÷êå ξ ýòîé ïîâåðõíîñòè, ââåäåì
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îáîçíà÷åíèå m(ξ), òîãäà ñòàðøèé âåñ â òî÷êå ξ � ýòî λ(ξ) = λ(m(ξ)). Äà-
ëåå, îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà Q:

Qm′ = {ξ ∈ Q : m(ξ) = m′}, Qλ′ = {ξ ∈ Q : λ(ξ) = λ′}
Ïîäìíîæåñòâî âåùåñòâåííîãî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåì ïîëó-

àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè îíî çàäàíî óñëîâèÿìè âèäà {R1(x) = 0, R2(x) 6= 0},
ãäå R1 è R2 � äâà êîíå÷íûõ íàáîðà âåùåñòâåííûõ ïîëèíîìîâ.

Òåîðåìà 13:
(a) Ïóñòü ξ ∈ Q, òîãäà ñòàðøèé âåñ â ξ íå ïðåâîñõîäèò ñòàðøåãî âåñà â
íóëå, ò.å. λ(ξ) ≤ λ(0).
(b) Ìíîæåñòâà Qm′, Qλ′ � ïîëóàëãåáðàè÷íû äëÿ ëþáûõ m′ è λ′.
(c) Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèé m(ξ) è λ(ξ) � êîíå÷íî.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóíêò (a) ñëåäóåò èç íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ ïðîöåäóðû
ïîñòðîåíèÿ ïðèâåäåííîé ôîðìû óðàâíåíèé â òî÷êå ìîäåëüíîé ïîâåðõíî-
ñòè. Ïóíêò (b) � î÷åâèäåí. Óòâåðæäåíèå ïóíêòà (c), êàñàþùåãîñÿ ôóíê-
öèè λ(ξ) ñëåäóåò èç (a). ×àñòü óòâåðæäåíèÿ, êàñàþùàÿñÿm(ξ), ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííûõ ñòàðøåì âåñå è êîðàçìåðíîñòè ñóùåñòâóåò
ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî µ-òèïîâ m′.

Òåîðåìà 14: Ïóñòü µ-ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Q � íåâûðîæäåíà è
ãîëîìîðôíî îäíîðîäíà, òîãäà ãðóïïà åå ãîëîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ
AutQ � ýòî ïîäãðóïïà ãðóïïû áèðàöèîíàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâCN (ãðóï-
ïà Êðåìîíû), ñîñòîÿùàÿ èç îòîáðàæåíèé ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûõ ñòå-
ïåíåé d(χ). Êîíñòàíòà, îãðàíè÷èâàþùàÿ ñòåïåíè, çàâèñèò ëèøü îò N

d(χ) ≤ C(N).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òàêèõ óòâåðæäåíèé, èäóùàÿ îò
Â.Êàóïà [12], ìíîãîêðàòíî èñïîëüçîâàëàñü (ñì.[14]). Ïî ìîäóëþ òîãî, ÷òî
ãîëîìîðôíàÿ îäíîðîäíîñòü ðåàëèçóåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî-òðåóãîëüíûìè
ñäâèãàìè, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ ýëåìåíòà ñòàáèëè-
çàòîðà. Äëÿ ýòî òðåáóåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîñòü ïîëåé ñ îöåíêîé ñòåïåíè è
íàëè÷èå ãðàäóèðóþùåãî ïîëÿ. Âñå ýòî èìååòñÿ â íàøåé ñèòóàöèè. Òàêèì
îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà.

Âîïðîñ î ãîëîìîðôíîé îäíîðîäíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà
òîíêèì. Â ðàáîòå [16] äëÿ ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé (îáû÷íûõ, íåâçâå-
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øåííûõ) áûë ïðèâåäåí ïðîñòîé êðèòåðèé. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òî÷êà ìî-
äåëüíîé ïîâåðõíîñòè ïîïàäàåò â îðáèòó íà÷àëà êîîðäèíàò â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, åñëè åå Áëóì-Ãðýì-òèï ñîâïàäàåò ñ Áëóì-Ãðýì-òèïîì íà÷àëà
êîîðäèíàò. Ýòîò êðèòåðèé îñòàåòñÿ â ñèëå è äëÿ âçâåøåííûõ ìîäåëüíûõ
ïîâåðõíîñòåé.

Òåîðåìà 15: Ïóñòü Q � µ-ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü è ξ � åå òî÷êà. Ýòà
òî÷êà ïðèíàäëåæèò îðáèòå íà÷àëà êîîðäèíàò â ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ
Q â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè µ-òèï Q â òî÷êå ξ ïî Áëóìó-Ãðýìó-
Ñòåïàíîâîé ñîâïàäàåò ñ µ-òèïîì Q â íà÷àëå êîîðäèíàò.
Äîêàçàòåëüñòâî: Åñëè µ-òèï Q â òî÷êå ξ ñîâïàäàåò ñ µ-òèïîì Q â íà÷à-
ëå êîîðäèíàò, òî àâòîìîðôèçì ñòðîèòñÿ òàê. Ïåðåíîñèì íà÷àëî êîîðäè-
íàò ïðîñòðàíñòâà â òî÷êó ξ, ïåðåðàçëàãàåì îïðåäåëÿþùèå ïîëèíîìû ïî
íîâûì êîîðäèíàòàì è çàïóñêàåì ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ïðèâåäåííîé ôîð-
ìû íîâûõ óðàâíåíèé. Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò òîò æå ñàìûé
âèä (èíà÷å èçìåíèòñÿ òèï), ÷òî â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì ïîëó÷åí
òðåóãîëüíî-ïîëèíîìèàëüíûé àâòîìîðôèçì, ïåðåâîäÿùèé íà÷àëî êîîð-
äèíàò â ξ. Îáðàòíî. Ïóñòü èìååòñÿ àâòîìîðôèçì χ, ïåðåâîäÿùèé íà÷àëî
êîîðäèíàò â ξ. Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèè äâóõ àâòîìîð-
ôèçìîâ χ = χ0 ◦ χ̃, ãäå χ0 � ýòî ýëåìåíò ñòàáèëèçàòîðà íóëÿ, à χ̃ ∈ GS �
ýëåìåíò G−, êîòîðûé òîæäåñòâåíåí íà êîìïëåêñíîé êàñàòåëüíîé. Òîãäà
χ̃ = χ = (χ0)−1 ◦ χ. Ýòî àâòîìîðôèçì, ïåðåâîäÿùèé íà÷àëî êîîðäèíàò â
ξ ñ òîæäåñòâåííûì äåéñòâèåì íà êîìïëåêñíîé êàñàòåëüíîé. Òàêèå îòîá-
ðàæåíèÿ ñîõðàíÿþò òèï. Ñëåäîâàòåëüíî, µ-òèïû â íóëå è ξ ñîâïàäàþò.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 16: µ-ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Q ãîëîìîðôíî îäíîðîäíà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åå òî÷êè èìåþò îäèíàêîâûé µ-òèï (òèï
ïî Áëóìó-Ãðýìó-Ñòåïàíîâîé ñ âåñîì µ).

6. Ïðèìåðû ãîëîìîðôíî îäíîðîäíûõ µ-íåâûðîæäåííûõ ìî-
äåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà ãîëîìîðôíî îäíîðîäíîé µ-ìîäåëüíîé
ïîâåðõíîñòè ìîæíî ïðåäëîæèòü óïîìÿíóòóþ âî ââåäåíèè ãèïåðïîâåðõ-
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íîñòü (1). Â ýòîì ïðèìåðå òèï èìååò ñëåäóþùèé âèä(
(µ1 = 1, n1 = 2), (µ2 = 2, n2 = 1), . . . , (µp = p, np = 1); (m1 = p+ 1, k1 = 1)

)
,

ãäå p ≥ 1, q = 1, n = p+ 1, N = p+ 2.

Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ è â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè îáùèõ ðàññìîòðå-
íèé, ïðîâåäåííûõ âûøå, ïðèâåäåì çäåñü îïèñàíèå àâòîìîðôèçìîâ ïåð-
âîé ãèïåðïîâåðõíîñòè èç ýòîé ñåðèè [14] (òåîðåìà 15). Ïóñòü p = 2, n =
3, N = 4. Ìû ïîëó÷àåì ãèïåðïîâåðõíîñòü ïðîñòðàíñòâà C4

Q = {v = 2 Re(z1 ζ̄ + z2 ζ̄
2)} (19)

Âåñà íàçíà÷àåì ñëåäóþùèì îáðàçîì

[z2] = [ζ] = 1, [z1] = 2, [w] = [u] = 3.

Äëÿ êðàòêîñòè âåêòîðíîå ïîëå âèäà

X = 2 Re

(
f1

∂

∂z1

+ f2
∂

∂z2

+ h
∂

∂ζ
+ g

∂

∂w

)
áóäåì çàïèñûâàòü êàê (f1, f2, h, g). Àëãåáðà AutQ èìååò âèä g−3 + g−2 +
g−1 + g0 + g1 ïðè÷åì

g−3 = {( 0, 0, 0, d )}, (20)

g−2 = {( a, 0, 0, 2 i ā ζ )},
g−1 = {( −2 c̄ z2 + i e ζ, b, c, 2 i c̄ z1 + 2 i b̄ ζ2 )},

g0 = {( α1 z1 − ᾱ2 ζ
2, (2α2 − α3) z2 + α2 ζ, (α3 − ᾱ1) ζ, α3w )},

g1 = {( 2 i β̄1 z1 ζ + β1w, 2 i β̄1 z2 ζ − i β1 z1 + i β2 ζ
2, i β̄1 ζ

2, 2 i β̄1 ζw )},
a, b, c, α1, α2, β1 ∈ C, d, e, α3, β2 ∈ R. (21)

Çàïèøåì g−1 â âèäå ïðÿìîé ñóììû g′−1 + st−, ãäå

g′−1 = {(−2 c̄ z2, b, c, 2 i c̄ z1 + 2 i b̄ ζ2)},
st− = {(i e ζ, 0, 0, 0)}.

Òîãäà àëãåáðà gs, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðóïïå "ñäâèãîâ GS èìååò âèä gs =
g−3 + g−2 + g′−1. Îíà ïàðàìåòðèçóåòñÿ íàáîðîì (a, b, c, d), ñîîòâåòñòâåííî,

25



dim gs = 7. Ñàìà ïîäãðóïïà GS, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ãîëîìîðôíóþ
îäíîðîäíîñòü Q, ñîñòîèò èç ïðåîáðàçîâàíèé âèäà

z1 → A+ z1, z2 → B + 2 Ā ζ + z2, ζ → C + ζ,

w → D + 2 i (A B̄ + A2 C̄ + (B̄ + 2A C̄) z1 + Ā z2 + Ā2 ζ + C̄ z2
1) + w, (22)

ãäå (A,B,C,D) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà Q.
dim st− = 1, ïîëå (i ζ, 0, 0, 0) ïîðîæäàåò ãðóïïó St−, êîòîðàÿ èìååò

âèä
z1 → z1 + i t ζ, z2 → z2, ζ → ζ, w → w.

Àëãåáðà g0 ïàðàìåòðèçóåòñÿ íàáîðîì (α1, α2, α3), ñîîòâåòñòâåííî, dim g0 =
5. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðóïïû G0, ñîîòâåòñòâóþùåé g0, ïîëîæèì γ = α1 +
ᾱ1 − α3. Åñëè γ 6= 0, òî ïîëó÷àåì

z1 →
(
z1 − ᾱ2

(
eγ t − 1

γ

)
ζ2

)
eα1 t,

z2 →
(
z2 + α2

(
e1−γ̄ t

γ̄

)
ζ

)
e(2α1−α3) t,

ζ → ζ e(α3−ᾱ1) t, w → w eα3 t.

Âûðîæäåííûå íàïðàâëåíèÿ γ = 0 ïîëó÷àåì ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì.
Ïîäàëãåáðà g+ ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé êîìïîíåíòû g1, êîòîðàÿ ïàðà-

ìåòðèçóåòñÿ íàáîðîì (β1, β2), ñîîòâåòñòâåííî, dim g1 = 3. Ïîëå (0, i ζ2, 0, 0)
èç g1 (β1 = 0, β2 = 1) ïîðîæäàåò ïðåîáðàçîâàíèå

z1 → z1, z2 → z2 + i t ζ2, ζ → ζ, w → w. (23)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ èç g1 ïðè β2 = 0 èìåþò âèä

z1 →
z1

(1− i β̄1 ζ t)2
, z2 →

z2 − i β1 z1 t

(1− i β̄1 ζ t)2
,

ζ → ζ

1− i β̄1 ζ t
, w → w

(1− i β̄1 ζ t)2
. (24)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ (23) è (24) ïîðîæäàþò ãðóïïó G+, ñîîòâåòñòâóþùóþ g+.

Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ãîëîìîðôíî îäíîðîäíîé µ-ìîäåëüíîé
ïîâåðõíîñòè ìîæíî ïðåäëîæèòü ãèïåðïîâåðõíîñòü èç ðàáîòû [21]. Ýòî
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ãèïåðïîâåðõíîñòü ïðîñòðàíñòâà Cn+1 ñ êîîðäèíàòàìè (z1, ..., zn, w = u+
i v), çàäàííàÿ óðàâíåíèåì

v = 2 Re(z1z̄2 + z2
1 z̄3) +

n∑
4

±|zj|2.

Â ýòîì ïðèìåðå òèï èìååò ñëåäóþùèé âèä(
(µ1 = 2, n1 = 2), (µ2 = 4, n2 = 1), (µ3 = 3, n3 = n− 3); (m1 = 6, k1 = 1)

)
,

Ýòà ãèïåðïîâåðõíîñòü ãîëîìîðôíî îäíîðîäíà, 2-íåâûðîæäåíà, ðàçìåð-
íîñòü åå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ðàâíà n2 + 7, ïðè÷åì ýòî ìàêñèìóì â
êëàññå òàêèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé [21].

Òðåòèé ïðèìåð. Ãèïåðïîâåðõíîñòü èç ðàáîòû [22]. Ýòî ãèïåðïîâåðõ-
íîñòü ïðîñòðàíñòâà Cn+1 ñ êîîðäèíàòàìè (z1, ..., zn, w = u+i v), çàäàííàÿ
óðàâíåíèåì

v = 2 Re(z1z̄2) + |z1|4 +
n∑
3

±|zj|2. (25)

Â ýòîì ïðèìåðå òèï èìååò ñëåäóþùèé âèä(
(µ1 = 1, n1 = 1), (µ2 = 3, n2 = 1), (µ3 = 2, n3 = n− 2); (m1 = 4, k1 = 1)

)
,

Ýòà ãèïåðïîâåðõíîñòü ãîëîìîðôíî îäíîðîäíà è 1-íåâûðîæäåíà (íåâû-
ðîæäåíà ïî Ëåâè). Â êëàññå òàêèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé ìàêñèìàëüíóþ
ðàçìåðíîñòü (n + 2)2 − 1 èìååò ãðóïïà íåâûðîæäåííîé ñòàíäàðòíîé ãè-
ïåðêâàäðèêè {v =< z, z̄ >}, ãäå < z, z̄ > � íåâûðîæäåííàÿ ýðìèòîâà
ôîðìà. Ãèïåðïîâåðõíîñòü (25) ñóáìàêñèìàëüíà, ò.å. ðåàëèçóåò ñëåäóþ-
ùåå, ïîñëå ãèïåðêâàäðèêè, ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàçìåðíîñòè ãðóïïû,
ðàâíîå n2 + 4.

×åòâåðòûé ïðèìåð. Ñåìåéñòâî ãèïåðïîâåðõíîñòåé èç ñïèñêà ðàáî-
òû [23]. Ýòî ãèïåðïîâåðõíîñòè ïðîñòðàíñòâàC3 ñ êîîðäèíàòàìè (z1, z2, w =
u + i v), çàäàííûå óðàâíåíèÿìè v = 2 Re(z1) Re(z2) + Re(z1)m (m � ïðî-
èçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî).(

(µ1 = 1, n1 = 1), (µ2 = m− 1, n2 = 1); (m1 = m, k1 = 1)
)
,
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Ýòè òðóá÷àòûå ãèïåðïîâåðõíîñòè ãîëîìîðôíî îäíîðîäíû è íåâûðîæäå-
íû ïî Ëåâè. Ãèïåðïîâåðõíîñòè èç ïðèìåðà òðè è ÷åòûðå � ýòî íåêîòîðûå
îáîáùåíèÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè Âèíêåëüìàíà v = 2 Re(z1 z̄2) + |z1|4.

Âñå ðàññìîòðåííûå çäåñü ïðèìåðû � ýòî ãèïåðïîâåðõíîñòè. Ïîëó÷àòü
íà îñíîâå ãèïåðïîâåðõíîñòåé ïðèìåðû áîëüøåé êîðàçìåðíîñòè ìîæíî,
ðàññìàòðèâàÿ èõ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå. Íî ýòî äàëåêî íå åäèíñòâåííàÿ
âîçìîæíîñòü.

Ïîñêîëüêó âñå ýòè µ-ìîäåëüíûå ãèïåðïîâåðõíîñòè íåâûðîæäåíû è
ãîëîìîðôíî îäíîðîäíû, òî ê íèì ïðèìåíèìà òåîðåìà 11, ò.å. èõ àâòî-
ìîðôèçìû áèðàöèîíàëüíû.

7. Âïîëíå µ-íåâûðîæäåííûå ìîäåëüíûå ïîâåðõíîñòè
è òåîðèÿ Òàíàêè

Òàêæå ìîæíî ïðåäëîæèòü äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ ïðèìåðîâ îä-
íîðîäíûõ ìîäåëüíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåñà µ. Ýòè
µ-ìîäåëüíûå ïîâåðõíîñòè ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûìè îáîáùåíèÿìè îáû÷-
íûõ âïîëíå íåâûðîæäåííûõ ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé [15].

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ãðàäóèðîâêó ïåðåìåííîé z

µ = ((µ1, n1), (µ2, n2), . . . , (µp, np))

è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâ ïðèâåäåííûõ ìíîãî÷ëå-
íîâ Nν âñåõ íàòóðàëüíûõ âåñîâ. Ïðè ýòîì íå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî âñå
κν = dim Nν > 0. Ïåðåíóìåðóåì íåíóëåâûå ïðîñòðàíñòâà N . Áóäåì íó-
ìåðîâàòü èõ íå âåñîì, à íîìåðîì øàãà, íà êîòîðîì îíè ïîÿâëÿþòñÿ (ò.å.
ïðîïóñêàåì íóëåâûå ïðîñòðàíñòâà).

ßñíî ÷òî ïåðâûé (ìèíèìàëüíûé) âîçìîæíûé âåñ äëÿ íåíóëåâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà � ýòî 2µ1. Ïðè ýòîì N1 � ýòî ïðîñòðàíñòâî ýðìèòîâûõ ôîðì
îò z1. Ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà κ1 = n2

1. Ñîîòâåòñòâåííî, ââîäèì
ïåðåìåííóþ w1 è ïîëàãàåì m1 = [w1] = 2µ1 è k1 = κ1 = n2

1.
Äàëåå ñðåäè ïðèâåäåííûõ ïîëèíîìîâ îò z1, z2, u1 ñëåäóåò âûáðàòü

ïîäïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ ìèíèìàëüíîãî, ïîñëå 2µ1 âåñà. Åñëè µ2 <
2µ1, òî ýòî âåñ ðàâíûé µ1 + µ2, åñëè æå � íåò, òî 3µ1. Ïîñëå ÷åãî ââî-
äèì ïåðåìåííóþ w2 è ïîëàãàåì m2 = [w2] ðàâíûìè âòîðîìó âåñó è
k2 = κ2 . È òàê äàëåå. Îñòàíàâëèâàåìñÿ íà ïðîèçâîëüíîì q-ì øàãå. Òå-
ïåðü äëÿ β = 1, . . . , q − 1 ïîëîæèì Φβ � ðàâíûì íàáîðó áàçèñíûõ ôîðì
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ïðîñòðàíñòâà Nβ, à Φq � ïðîèçâîëüíîìó ëèíåéíî íåçàâèñèìîìó íàáîðó
(Φ1

q, . . . ,Φ
k
q) ýëåìåíòîâ Nq, ò.å. 1 ≤ k ≤ kq. Â ðåçóëüòàòå â ïðîñòðàíñòâå

Cn+K , n =
∑p

1 nα, K = (
∑q−1

1 kβ + k) ïîëó÷àåì ïîâåðõíîñòü

Q = {vβ = Φβ(z, z̄, u), β = 1, . . . , q} (26)

Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîë â âûáîðå òàêîé ïîâåðõíîñòè � ýòî ïðîèçâîë â
âûáîðå q è íàáîðà êîîðäèíàò ôîðìû ñòàðøåãî âåñà Φq.

Óòâåðæäåíèå 17:
(a) Ëþáàÿ òàêàÿ ïîâåðõíîñòü Q èìååò êîíå÷íûé µ-òèï.
(b) Ëþáàÿ òàêàÿ ïîâåðõíîñòü ãîëîìîðôíî îäíîðîäíà.
(ñ) Åñëè mq ≥ 2µp + 1, òî Q ãîëîìîðôíî íåâûðîæäåíà.
(d) Äâå òàêèå ïîâåðõíîñòè, ó êîòîðûõ ñîâïàäàåò ïàðàìåòð q è ñòàðøèå
ôîðìû Φq ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû.
(e) Åñëè êðàòíîñòü ñòàðøåãî âåñà kq ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå
kq = dimNq, òî âñå òàêèå ìîäåëüíûå ïîâåðõíîñòè ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû
(ò.å. òàêàÿ ïîâåðõíîñòü åäèíñòâåííà).
Äîêàçàòåëüñòâî: (a) âûïîëíåí, ò.ê. Q ïî ïîñòðîåíèþ èìååò êîíå÷íûé
µ-òèï â íóëå. (b) � ò.ê. ïåðåðàçëîæåíèå óðàâíåíèé â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå
òðåóãîëüíî-ïîëèíîìèàëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèâîäèòñÿ ê èñõîäíî-
ìó âèäó. (c) � ýòî ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ïðè ýòîì óñëîâèè ïðîñòðàíñòâî
N1 + · · ·+Nq−1 ñîäåðæèò ïðîñòðàíñòâî âñåõ ýðìèòîâûõ ôîðì îò z. (d) �
îäíà òàêàÿ ïîâåðõíîñòü ïåðåâîäèòñÿ â äðóãóþ ïðåîáðàçîâàíèåì

z → z, wβ → ρβ wβ, β = 1, . . . , q − 1, wq → wq,

ãäå ρβ � ýòî âåùåñòâåííîå íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, îñó-
ùåñòâëÿþùåå ïåðåõîä îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó â ñîîòâåòñòâóþùåì
ïðîñòðàíñòâå. (e) Åñëè kq = dimNq, òî êîîðäèíàòû Φq � ýòî áàçèñ Nq, à
äâà áàçèñà ñâÿçàíû íåâûðîæäåííûì ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Óòâåð-
æäåíèå äîêàçàíî.

Îïðåäåëåíèå 18: Åñëè ïîñòðîåííàÿ âûøå ïîâåðõíîñòü Q ÿâëÿåòñÿ
ãîëîìîðôíî íåâûðîæäåííîé, òî ìû íàçûâàåì åå âïîëíå µ-íåâûðîæäåííîé

ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòüþ ñòàðøåãî âåñà mq.

Ê ëþáîé âïîëíå µ-íåâûðîæäåííîé ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè ïðèìåíè-
ìà òåîðåìà 12, ò.å. ãðóïïà åå ãîëîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ ñîñòîèò èç
áèðàöèîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûõ ñòåïåíåé.

29



Îáû÷íûå, íåâçâåøåííûå, âïîëíå íåâûðîæäåííûå ìîäåëüíûå ïîâåðõ-
íîñòè îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Åñëè ñòàðøàÿ ñòåïåíü ìîäåëüíîé
âïîëíå íåâûðîæäåííîé ïîâåðõíîñòè Q áîëüøå äâóõ, òî g+ = 0.

Âïîëíå íåâûðîæäåííûå ìîäåëüíûå ïîâåðõíîñòè, òàêèì îáðàçîì, äå-
ëÿòñÿ íà äâà êëàññà: íåâûðîæäåííûå êâàäðèêè, äëÿ êîòîðûõ ñòàðøàÿ
ñòåïåíü l = 2 è ó êîòîðûõ g+ ìîæåò áûòü íåòðèâèàëüíîé, è îñòàëüíûå,
ó êîòîðûõ l ≥ 3 è íåò êîìïîíåíòû g+. Ìåæäó ýòèìè äâóìÿ êëàññàìè
èìååòñÿ åùå îäíî âàæíîå ðàçëè÷èå. Êðèòåðèåì êîíå÷íîìåðíîñòè àëãåá-
ðû êâàäðèêè ÿâëÿþòñÿ äâà óñëîâèÿ: ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ýðìèòîâûõ
ôîðì è îòñóòñòâèå ó íèõ îáùåãî ÿäðà. Ýòî ïðîñòûå óñëîâèÿ, â êîòîðûå
äëÿ êâàäðèêè ïðåâðàùàþòñÿ äâà îáùèõ òðåáîâàíèÿ: êîíå÷íîñòü Áëóì-
Ãðýì-òèïà è ãîëîìîðôíàÿ íåâûðîæäåííîñòü. Ïðè ýòîì èç îäíîé êîíå÷-
íîñòè òèïà ãîëîìîðôíàÿ íåâûðîæäåííîñòü íå ñëåäóåò. Òîãäà êàê ïðè
l ≥ 3 òðåáîâàíèå âïîëíå íåâûðîæäåííîñòè � ýòî óñëîâèå òîëüêî íà Áëóì-
Ãðýì-òèï. Ãîëîìîðôíàÿ íåâûðîæäåííîñòü ñëåäóåò èç ýòîãî óñëîâèÿ íà
òèï.

Äëÿ íàøåãî âçâåøåííîãî àíàëîãà ïîëíîé íåâûðîæäåííîñòè òàêæå
ìîæíî ââåñòè äåëåíèå íà òàêèå êëàññû. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{Qs}, s = 2, 3, . . . , ãäå Qs � ïîñëåäíÿÿ (ò.å. òàêàÿ, ó êîòîðîé âñå êðàò-
íîñòè ìàêñèìàëüíû) ìîäåëüíàÿ âïîëíå µ-íåâûðîæäåííàÿ ïîâåðõíîñòü
ñòàðøåãî âåñà s.

Ëåììà 19: Ñóùåñòâóåò s, ò.÷. âñå Qs ïðè s ≥ s ãîëîìîðôíî íåâû-
ðîæäåíû.
Äîêàçàòåëüñòâî: Íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî s âñå ïðîñòðàíñòâà Ns ñîäåðæàò
ïðîñòðàíñòâî âñåõ ýðìèòîâûõ ôîðì îò z. Ïîýòîìó åñëè êðàòíîñòü âåñà
s ðàâíà ðàçìåðíîñòè Ns, òî ñðåäè ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþ-
ùèõ Qs, ñîäåðæèòñÿ áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ýðìèòîâûõ ôîðì. Ýòî ãàðàíòè-
ðóåò ãîëîìîðôíóþ íåâûðîæäåííîñòü. Ëåììà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 20: Ìèíèìàëüíûé èç âåñîâ s, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ
äîêàçàíî â ëåììå, íàçîâåì êðèòè÷åñêèì âåñîì.

ßñíî, ÷òî êðèòè÷åñêèé âåñ çàâèñèò îò âûáîðà áàçîâîãî íàáîðà âåñîâ
µ, ò.å. s = s(µ).

Òåïåðü ìû ãîòîâû ñôîðìóëèðîâàòü âçâåøåííûé àíàëîã g+-ãèïîòåçû.
Âçâåøåííàÿ g+-ãèïîòåçà: Ïóñòü Q � âïîëíå µ-íåâûðîæäåííàÿ ìî-
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äåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ñòàðøåãî âåñà l = mq, ò.÷. l > s(µ), òîãäà g+ = 0.

Â äîêàçàòåëüñòâå ñòàíäàðòíîé g+-ãèïîòåçû [17], [18], [19] çíà÷èòåëü-
íóþ ðîëü èãðàåò òåîðèÿ Í.Òàíàêè. Öåíòðàëüíûå ïîíÿòèÿ ýòîé òåîðèè �
ýòî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà, ïðîäîëæåíèå ïî Òàíàêå
è ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü. Ìîñòîì ìåæäó òåîðèåé ãîëîìîðôíî îäíîðîäíûõ
ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé è òåîðèåé Òàíàêè ÿâëÿåòñÿ àëãåáðà g−, êîòîðàÿ
â òåîðèè Òàíàêè ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé.

Íåïîñðåäñòâåííî òåîðèÿ Òàíàêè ê âçâåøåííûì ìîäåëüíûì ïîâåðõ-
íîñòÿì íå ïðèìåíèìà. Â ýòîé íîâîé ñèòóàöèè g− íå ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîé. Îäíàêî, ïîñëå íåêîòîðîãî ðåäàêòèðîâàíèÿ òåîðèè Òàíàêè, ñâÿçü
ñ òåîðèåé ãîëîìîðôíî îäíîðîäíûõ âçâåøåííûõ ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé
âîññòàíàâëèâàåòñÿ.

Êàê íàäî èçìåíèòü òåîðèþ Òàíàêè? Âîò íåáîëüøîé ýñêèç ýòèõ èçìå-
íåíèé.

Ïåðâîå èçìåíåíèå êàñàåòñÿ ïîíÿòèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðàäóèðîâàí-
íîé àëãåáðû. Ïóñòü g =

∑−1
−l gj � êîíå÷íîìåðíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåá-

ðà Ëè. È ïóñòü îíà ïîðîæäàåòñÿ (êàê àëãåáðà Ëè) ñëåäóþùèì íàáîðîì
ñâîèõ êîìïîíåíò

g−µ1 , g−µ2 , . . . , g−µp .

Ïðè ýòîì íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå g−ν 6= 0 äëÿ âñåõ 1 ≤ ν ≤ l. Òàêóþ
àëãåáðó ìû áóäåì íàçûâàòü µ-ôóíäàìåíòàëüíîé ãðàäóèðîâàííîé àëãåá-

ðîé Ëè. Åñëè ïðè ýòîì g−l 6= 0, òî ìû ãîâîðèì, ÷òî ýòî àëãåáðà ñòàðøåãî
âåñà l. ßñíî, ÷òî òàêàÿ àëãåáðà � ýòî àíàëîã íàøåé ïîäàëãåáðû gs.

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òàêàÿ µ-ôóíäàìåíòàëüíàÿ àëãåáðà g � íåâû-
ðîæäåíà, åñëè èç òîãî, ÷òî Y ∈ g êîììóòèðóåò ñî âñåìè îáðàçóþùèìè
g−µ1 , g−µ2 , . . . , g−µp , ñëåäóåò, ÷òî Y = 0.

×òî êàñàåòñÿ àíàëîãà òàíàêîâñêîãî ïðîäîëæåíèÿ, òî çäåñü ïîÿâëÿåòñÿ
íîâûé ôåíîìåí. Ýòî âîçìîæíîñòü ïðîäîëæàòü g, ïðèñîåäèíÿÿ íîâûå îò-
ðèöàòåëüíûå êîìïîíåíòû. Ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ êàæäîå òàêîå
ïîëå çàäàåò ýíäîìîðôèçì àëãåáðû g. Ïîýòîìó ýòè, îòðèöàòåëüíûå, âåñî-
âûå êîìïîíåíòû ïðîäîëæåíèÿ ñòðîÿòñÿ êàê ïðîñòðàíñòâà ýíäîìîðôèç-
ìîâ ñ íåîáõîäèìûì íàáîðîì óñëîâèé (òîæäåñòâî ßêîáè). Òàê ìû ïîëó-
÷àåì íàáîð íîâûõ îòðèöàòåëüíûõ êîìïîíåíò st−. Ýòî àíàëîã íàøåé êîì-
ïîíåíòû st−. Ïîñëå ýòîãî, òàê æå, êàê è ðàíüøå, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü
êîìïîíåíòó g0 êàê ïðîñòðàíñòâî äèôôåðåíöèðîâàíèé íà g− = g + st−
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(àíàëîã íàøåãî g−). Äàëåå, êàê è â íåâçâåøåííîì ñëó÷àå, ðåêóððåíò-
íî ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïîíåíò ïîëîæèòåëüíûõ âåñîâ, êàê
ïðîñòðàíñòâ îïåðàòîðîâ íà óæå ïîñòðîåííûõ êîìïîíåíåíòàõ ñ óñëîâèåì,
èìèòèðóþùèì òîæäåñòâî ßêîáè. Ò.å. ìû ïîëó÷àåì g+ = g1 + g2 + . . .
(àíàëîã íàøåãî g+).

Ìîæíî íàäåÿòüñÿ, îäíàêî ýòî íóæäàåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå, ÷òî åñëè
g � µ-ôóíäàìåíòàëüíà è íåâûðîæäåíà, òî:
(a) ñóùåñòâóåò j > 0 òàêîå, ÷òî gj = 0.
(b) åñëè äëÿ íåêîòîðîãî j > 0 îêàçàëîñü, ÷òî gj = 0, òî gj+1 = 0. Ò.å. â
òàêîì ñëó÷àå ïðîäîëæåíèå àëãåáðû g êîíå÷íî ãðàäóèðîâàíî è êîíå÷íî-
ìåðíî.
(c) àíàëîã ñòàíäàðòíîé ìîäåëè G(g) êàê CR-ìíîãîîáðàçèå ýêâèâàëåíòåí
G− äëÿ ãîëîìîðôíî îäíîðîäíîé âçâåøåííîé ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè, ó
êîòîðîé gs = g.

Åñëè ìû ïëàíèðóåì èñïîëüçîâàòü ýòó òåõíèêó äëÿ íàøèõ öåëåé, òî
íàì ïîòðåáóåòñÿ ñíàáäèòü îáðàçóþùèå g−µ1 , g−µ2 , . . . , g−µp êîìïëåêñíîé
ñòðóêòóðîé J . Â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìû èìååì CR-
ôóíäàìåíòàëüíóþ µ-ãðàäóèðîâàííóþ àëãåáðó Ëè.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ñòàíäàðòíóþ ìîäåëü �
ãîëîìîðôíî îäíîðîäíîå CR-ìíîãîîáðàçèå, Áëóì-Ãðýì-òèï êîòîðîãî êî-
äèðóåòñÿ àëãåáðîé g. Â ÷àñòíîñòè, g−µ1 + g−µ2 + · · ·+ g−µp � ýòî åãî êîì-
ïëåêñíàÿ êàñàòåëüíàÿ. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ðàññìîòðåòü ñâÿçíóþ ãðóïïó
Ëè G, ïîðîæäåííóþ g êàê âåùåñòâåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå â êîìïëåêñ-
íîé ãðóïïå Ëè Gc, ïîðîæäåííîé gc � êîìïëåêñèôèêàöèåé g.

Âïîëíå àíàëîãè÷íî ïîíÿòèþ CR-óíèâåðñàëüíîé ôóíäàìåíòàëüíîé ãðà-
äóèðîâàííîé àëãåáðû Ëè ââîäèì ïîíÿòèå CR-óíèâåðñàëüíîé µ-ôóíäàìåíòàëüíîé
ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû Ëè. Ýòî òàêàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðàäóèðîâàí-
íàÿ àëãåáðà Ëè g, ÷òî â ïðîöåññå åå ïîðîæäåíèÿ áàçîâûì íàáîðîì {g−µj}
ïðè êàæäîì êîììóòèðîâàíèè äâóõ êîìïîíåíò ðîñò ðàçìåðíîñòè ìàêñè-
ìàëåí.

Âîïðîñ î òðèâèàëüíîñòè êîìïîíåíò ïîëîæèòåëüíîãî âåñà äëÿ óíèâåð-
ñàëüíîé âçâåøåííîé àëãåáðû � ýòî àëãåáðàè÷åñêàÿ âåðñèÿ ñôîðìóëèðî-
âàííîé âûøå âçâåøåííîé g+-ãèïîòåçû äëÿ âçâåøåííûõ âïîëíå íåâûðîæ-
äåííûõ ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé.

Âçâåøåííàÿ g+-ãèïîòåçà (àëãåáðàè÷åñêàÿ âåðñèÿ): Ïóñòü g � íåâû-
ðîæäåííàÿ CR-óíèâåðñàëüíàÿ µ-ôóíäàìåíòàëüíàÿ àëãåáðà Ëè ñòàðøåãî
âåñà l, ò.÷. l > s, òîãäà g+ = 0 (íåò ïðîäîëæåíèé ïîëîæèòåëüíîãî âåñà).

Îïðåäåëåíèå êðèòè÷åñêîãî âåñà àïåëëèðóåò ê âíåøíèì ïî îòíîøå-
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íèþ ê òåîðèè ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð ïîíÿòèÿì. ×òîáû èçáåæàòü ýòîãî
ìîæíî ïîñëåäíåå óñëîâèå çàìåíèòü íà äîñòàòî÷íîå íåðàâåíñòâî l > 2µq.

8. Ìóëüòèâåñîâàÿ òåõíèêà è îöåíêà ðàçìåðíîñòè àëãåáðû àâ-
òîìîðôèçìîâ

Ìîäåëüíûå ïîâåðõíîñòè èíòåðåñíû, ïðåæäå âñåãî òåì, ÷òî êàæäàÿ
ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñàìîé ãîëîìîðôíî ñèììåòðè÷íîé ïî
îòíîøåíèþ ê ñâîèì âîçìóùåíèÿì (ñì. òåîðåìó 5). Ìóëüòèâåñîâàÿ òåõ-
íèêà, ò.å. èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷íûõ âåñîâ â çàäà÷å ïðîñòðîåíèÿ îöåíêè
ðàçìåðíîñòè ãðóïïû ëîêàëüíûõ ãîëîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ, îòêðû-
âàåò âåñüìà øèðîêèå ïåðñïåêòèâû.

Ïóñòü M � âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêîå ãîëîìîðôíî íåâûðîæäåííîå
ïîðîæäàþùåå CR-ïîäìíîãîîáðàçèå êîìïëåêñíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà CN . Åñëè M èìååò âñþäó áåñêîíå÷íûé òèï ïî Áëóìó-Ãðýìó, òî
âîïðîñ î ðàçìåðíîñòè ëîêàëüíûõ ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ ðîñòêîâ òàêîãî
ìíîãîîáðàçèÿ áûë íåäàâíî è âåñüìà äåòàëüíî ðàçîáðàí â ðàáîòå Ì.Ñòåïàíîâîé
[10]. Â òî÷êå îáùåãî ïîëîæåíèÿ òàêàÿ ëîêàëüíàÿ ãðóïïà èìååò ðàçìåð-
íîñòü ëèáî íîëü, ëèáî áåñêîíå÷íîñòü. Íà îñîáîì ñîáñòâåííîì àíàëèòè÷å-
ñêîì ïîäìíîæåñòâå âîçìîæíà è ïîëîæèòåëüíàÿ ðàçìåðíîñòü.

Ïîýòîìó ìû ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ ìíîãîîáðà-
çèÿ, èìåþùåãî â òî÷êå îáùåãî ïîëîæåíèÿ êîíå÷íûé òèï. Ïðè÷åì â òà-
êîì ñëó÷àå äëÿ çàäà÷è îöåíèâàíèÿ ðàçìåðíîñòè ìû ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ
îöåíêîé â òî÷êå êîíå÷íîãî òèïà. Ýòà îöåíêà, î÷åâèäíî, áóäåò âûïîëíåíà
è íà îñîáîì ïîäìíîæåñòâå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì àíàëèòè÷å-
ñêèì ïîäìíîæåñòâîì.

Èòàê, ïóñòüMξ � ðîñòîê ìíîãîîáðàçèÿM è ïóñòü n � åãî CR-ðàçìåðíîñòü,
K � êîðàçìåðíîñòü. Òîãäà ìû ìîæåì âûáðàòü ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â
òî÷êå ξ òàê, ÷òî óðàâíåíèå ðîñòêà ïðèìåò âèä Imw = F (z, z̄,Rew), ãäå
(z ∈ Cn, w = u + i v ∈ CK) � êîîðäèíàòû îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà è
âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ F è åå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå
îáðàùàþòñÿ â íîëü â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Ðàçîáüåì ïðîèçâîëüíî ÷èñëî n â ñóììó ïîëîæèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ
n = n1 + · · · + np. Ñîîòâåòñòâåííî, âîçíèêíåò ðàçëîæåíèå Cn â ïðÿìóþ
ñóììó ñëàãàåìûõ âèäà Cnα . Íàçíà÷èì, òîæå ïðîèçâîëüíî, âåñà äëÿ ýëå-
ìåíòîâ êàæäîãî ïðÿìîãî ñëàãàåìîãî, ïóñòü [zα] = µα, ãäå (µ1, . . . , µp) �
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âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ýòî ôîðìèðóåò
µ = ((µ1, n1), . . . , (µp, np)) � âåñîâîå ðàçëîæåíèå ïåðåìåííîé z. Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ïðîöåäóðîé, îïèñàííîé âûøå, ñðåäè ïåðåìåííûõ ãðóïïû w òîæå
âîçíèêíåò âåñîâîå ðàçëîæåíèå w = (w1, . . . , wq) è, â ñîîòâåòñòâèè ñ òèïîì
ïî Áëóìó-Ãðýìó-Ñòåïàíîâîé, áóäóò íàçíà÷åíû âåñà è êðàòíîñòè. Ïîñëå
íåêîòîðîé ïîëèíîìèàëüíîé çàìåíû êîîðäèíàò óðàâíåíèÿ ðîñòêà ìîæíî
áóäåò çàïèñàòü â ïðèâåäåííîì âèäå è ïîëó÷èòü ìîäåëüíóþ ïîâåðõíîñòü
Q. Åñëè Q′ åùå îäíà ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü òîãî æå ðîñòêà ïðè òîì æå
âûáîðå ðàçáèåíèÿ íà nα (êðàòíîñòè) è âåñîâ µα, òî Q

′ ýêâèâàëåíòíà Q.
Îòîáðàæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ îáðàòèìûì êâàçèëèíåéíûì îòîáðàæåíè-
åì (óòâåðæäåíèå 2, (b)). Â ýòîì ñìûñëå òàêàÿ ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü
åäèíñòâåííà. Ïðè ôèêñèðîâàííîì ðîñòêå Mξ îíà çàâèñèò òîëüêî îò µ.
Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç Q(µ).

Ïðåïÿòñòâèåì äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíàÿ âûðîæ-
äåííîñòü ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè ïðè ëþáîì âûáîðå âåñà µ. Ðàññìîòðèì
ïðè ôèêñèðîâàííîì ðîñòêå êîíå÷íîãî òèïà Mξ ñ÷åòíóþ ñîâîêóïíîñòü
âçâåøåííûõ ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé Q = {Q(µ,Mξ)} äëÿ âñåõ âîçìîæ-
íûõ µ.

Îïðåäåëåíèå 21: Ðîñòîê Mξ íàçîâåì ïðàâèëüíûì, åñëè ñóùåñòâó-
åò òàêîé âåñ µ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Q(µ,Mξ) �
íåâûðîæäåíà (êîíå÷íûé òèï ïëþñ ãîëîìîðôíàÿ íåâûðîæäåííîñòü). Ñî-
âîêóïíîñòü òàêèõ âåñîâ M(Mξ), êîòîðîå â ýòîì ñëó÷àå íå ïóñòî, íàçîâåì
ìíîæåñòâîì ïðàâèëüíûõ âåñîâ.

ßñíî ÷òî ïðàâèëüíûé ðîñòîê èìååò êîíå÷íûé òèï. Äëÿ ïðàâèëüíûõ
ðîñòêîâ èç òåîðåìû 10 ñðàçó ïîëó÷àåì .

Óòâåðæäåíèå 22: Ïóñòü Mξ � ïðàâèëüíûé ðîñòîê, òîãäà

dim autMξ ≤ min dim autQ0(µ,Mξ) ïî âñåì ïðàâèëüíûì âåñàì.

Çàìåòèì, õîòÿ ýòî è íå ñíèìàåò âñåõ âîïðîñîâ, ÷òî ðîñòîê îáùåãî
ïîëîæåíèÿ � ïðàâèëüíûé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íåïðàâèëüíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè âC3 ìîæíî ïðåä-
ëîæèòü õîðîøî èçâåñòíûé ”ñâåòîâîé êîíóñ”, êîòîðûé â êîîðäèíàòàõ zj =
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xj + i yj, j = 1, 2, 3, çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì y2
3 = y2

1 + y2
2, y3 > 0.

Îïèñûâàåìûé íàìè ïîäõîä íåïîñðåäñòâåííî íå ïðèìåíèì ê íåïðà-
âèëüíûì ìíîãîîáðàçèÿì è èõ ðîñòêàì. Îíè òðåáóþò ñïåöèàëüíîãî ïîä-
õîäà. Â êà÷åñòâå òàêîãî ïîäõîäà â ðàáîòàõ [13] è [14] áûëà ïðåäëîæåíà
ïðîöåäóðà îöåíèâàíèÿ, îñíîâàííàÿ íà ìîäèôèöèðîâàííîé êîíñòðóêöèè
Ïóàíêàðå (ðåêóðñèÿ íà ãëóáèíó áîëüøå, ÷åì îäèí). Îäíàêî ýòà ïðîöåäó-
ðà ÿâëÿåòñÿ òåõíè÷åñêè áîëåå ñëîæíîé.

Èñïîëüçîâàíèå ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ïðè èçó÷åíèè àâòîìîðôèç-
ìîâ ðîñòêà èìååò î÷åâèäíóþ ìîòèâèðîâêó. Ðîñòîê Mξ � àíàëèòè÷åñêèé
îáúåêò, à åãî ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Q(Mξ, µ

0) � àëãåáðàè÷åñêèé. Ìî-
äåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü è åå àâòîìîðôèçìû ïðîùå èñõîäíîãî ðîñòêà è åãî
àâòîìîðôèçìîâ. Ïðè ýòîì âñå æå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åñëè ðàçìåð-
íîñòü ïðîñòðàíñòâà âåëèêà, òî ïîëèíîìèàëüíûå êâàçèîäíîðîäíûå ôîðìû
Φ, êîòîðûå çàäàþò óðàâíåíèÿ ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè, � ýòî ïîëèíîìû
áîëüøîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ è îáùàÿ ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü íåäîñòóïíà
äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî àíàëèçà. Îäíàêî, ìåíÿÿ íà÷àëüíûé ïðàâèëüíûé
âåñ µ0 íà êàêîé-ëèáî äðóãîé ïðàâèëüíûé âåñ µ1 (äëÿ Q0), ìû ìîæåì
ñîïîñòàâèòü ñòàðîé ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè Q0 = Q(Mξ, µ

0) íîâóþ ìî-
äåëüíóþ ïîâåðõíîñòü Q1 = Q(Q0, µ1). Ïðèìåíèâ åùå ðàç òåîðåìó 18, ìû
ïîëó÷èì îöåíêó ðàçìåðíîñòè àâòîìîðôèçìîâ èñõîäíîãî ðîñòêàMξ ÷åðåç
ðàçìåðíîñòü àâòîìîðôèçìîâ Q1. Ýòó îïåðàöèþ ìîæíî ïîâòîðÿòü, óìåíü-
øàÿ ÷èñëî íåíóëåâûõ ìîíîìîâ â òåêóùèõ êâàçèîäíîðîäíûõ ôîðìàõ Φ.
Ïðè ýòîì ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ñòàíîâèòñÿ ïðîùå, îäíàêî ïîëó÷åííàÿ
îöåíêà ìîæåò óõóäøàòüñÿ. Ïðîöåññ çàêîí÷èòñÿ, êàê òîëüêî ìû ïîëó÷èì
ìîäåëüíóþ ïîâåðõíîñòü, äëÿ êîòîðîé íåò ñëåäóþùåãî ïðàâèëüíîãî âåñà.
Îòìåòèì, ÷òî íà êàæäîì øàãå, íà÷èíàÿ ñ íóëåâîãî, ìû âïðàâå âûáèðàòü
ïðîèçâîëüíûé ïðàâèëüíûé âåñ ïî îòíîøåíèþ ñòàðòîâîìó ðîñòêó èëè æå
ê òåêóùåé ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, òàêèõ öåïî÷åê ìî-
æåò áûòü î÷åíü ìíîãî. Êàæäàÿ òàêàÿ öåïî÷êà çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ
çàêàí÷èâàåòñÿ ñâîèì òåðìèíàëüíûì çâåíîì Q∞, ïîëó÷åíûì ñ ïîìîùüþ
âûáîðà âåñà µ∞. È â êà÷åñòâå îöåíêè àâòîìîðôèçìîâ èñõîäíîãî ðîñòêà
ìû ìîæåì ïðåäëîæèòü ðàçìåðíîñòü àâòîìîðôèçìîâ Q∞. Ýòà ïîñëåäíÿÿ
â öåïî÷êå ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ñòàðòîâîãî ðîñòêà
Mξ è öåïî÷êè âåñîâ

Z = (µ0 → µ1 → · · · → µ∞).

Â ýòîì ñëó÷àå ìû ãîâîðèì, ÷òî öåïî÷êà Z ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé öåïî÷êîé
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äëÿ Mξ è ÷òî Q∞ = Q∞(Mξ,Z). Ïðè ýòîì ìû ìîæåì íàïèñàòü

dim autMξ ≤ dim autQ∞0 (Mξ,Z)

Ðàññìîòðèì âíèìàòåëüíåå ñëó÷àé ãèïåðïîâåðõíîñòè â ïðîñòðàíñòâå
Cn+1 ñ êîîðäèíàòàìè z = (z1, . . . , zn), w = u + i v. Ðîñòîê ãèïåðïîâåðõ-
íîñòè Γ0 � ýòî ãðàôèê âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè âèäà

{v = F (z, z̄) + uG(z, z̄, u)}, F (z, z̄) =
∑

cαβ z
α z̄β, α ∈ Zn+, β ∈ Zn+.

Êîýôôèöèåíòû cαβ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ñõîäèìîñòè ðÿäà è åãî âå-
ùåñòâåííîñòè. Ìû òàêæå ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàçëîæåíèå F íå ñî-
äåðæèò ïëþðèãàðìîíè÷åñêèõ ñëàãàåìûõ, ò.å. F (z, 0) = 0. Ôóíêöèè F
ìîæíî òàêæå ñîïîñòàâèòü íîñèòåëü ðÿäà � ñîâîêóïíîñòü óçëîâ ðåøåòêè
Z2n

+ , äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèé ìîíîì ñòîèò ñ íåíóëåâûì êîýôôè-
öèåíòîì è åãî âûïóêëóþ îáîëî÷êó N � ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà.

Íà íóëåâîì øàãå ìû âûáèðàåì ïðàâèëüíûé âåñ µ0 = (µ0
1, . . . , µ

0
n),

ò.å. ïîëàãàåì, ÷òî âåñà zν è z̄ν ðàâíû µ0
ν , è ïîëó÷àåì íåâûðîæäåííóþ

ïîëèíîìèàëüíóþ ìîäåëüíóþ ïîâåðõíîñòü

Q0 = {v = P 0(z, z̄) =
∑

p0
αβ z

α z̄β},

ãäå P 0 - ýòî êâàçèîäíîðîäíûé ïîëèíîì îò (z, z̄) íåêîòîðîãî âåñà m0 ≥ 2
áåç ïëþðèãàðìîíè÷åñêèõ ÷ëåíîâ. Òàêèì îáðàçîì ìóëüòèèíäåêñû (α, β) ∈
Z2n

+ ñâÿçàíû ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèåì

µ0
1 (α1 + β1) + · · ·+ µ0

n (αn + βn) = m0.

Ýòî ñîîòíîøåíèå âûäåëÿåò â ïðîñòðàíñòâå ìîíîìîâ íåêîòîðîå êîíå÷íî-
ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïóñòü N0 � ýòî ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà P 0. Ñëå-
äóþùèé âåñ µ1 = (µ1

1, . . . , µ
1
n) äàåò íàì íàì íîâóþ ãðàäóèðîâêó, êîòîðàÿ

ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

µ1
1 (α1 + β1) + · · ·+ µ1

n (αn + βn) = m1.

âûñåêàåò íà ìíîãîãðàííèêå N0 íåêîòîðóþ ãðàíü N1 ìåíüøåé ðàçìåð-
íîñòè. È òàê äàëåå äî òåðìèíàëüíîãî âåñà µ∞. Ïðè ýòîì ìû ïîëó÷àåì
ìîäåëüíóþ ïîâåðõíîñòü Q∞ è åå ìíîãîãðàííèê N∞, êîòîðûå äëÿ ýòîé
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öåïî÷êè äàþò ìàêñèìàëüíîå óïðîùåíèå. ßñíî, ÷òî ÷èñëî øàãîâ îãðàíè-
÷åíî ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà, ò.å. ÷èñëîì 2n.

Íàø àëãîðèòì ðàáîòàåò â íàïðàâëåíèè óìåíüøåíèÿ ñëîæíîñòè ìî-
äåëüíîé ïîâåðõíîñòè è îñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè óãðîçå ïîëó÷åíèÿ ãîëîìîðô-
íî âûðîæäåííîé ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè. Ìîæíî ïðåäëîæèòü àëüòåðíà-
òèâíûé ïîäõîä, êîòîðûé íà÷èíàåò ñ íàèïðîñòåéøåé ãîëîìîðôíî âûðîæ-
äåííîé ïîâåðõíîñòè è, äâèãàÿñü â ñòîðîíó óñëîæíåíèÿ, îñòàíàâëèâàåòñÿ
ïî äîñòèæåíèè ãîëîìîðôíîé íåâûðîæäåííîñòè. Íà÷èíàåì ñ ïðîèçâîëü-
íîé âåðøèíû V0 íà ãðàíèöå èñõîäíîãî ìíîãîãðàííèêà N (ñòðîãî ãîâîðÿ
� ýòî ïàðà ñèììåòðè÷íûõ âåðøèí). Ñòàðòîâàÿ ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü �
ýòî ãðàôèê âåùåñòâåííîé ÷àñòè ýòîãî ìîíîìà. Âåñ µ0 âûáèðàåì òàê, ÷òî
îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç V0, íå èìååò äðóãèõ ïåðåñå÷å-
íèé ñ N. Ïðîâåðêó íà ãîëîìîðôíóþ íåâûðîæäåííîñòü îñóùåñòâëÿåì êàê
ïðîâåðêó íà êîíå÷íóþ íåâûðîæäåííîñòü. Åñëè ïîâåðõíîñòü ãîëîìîðô-
íî âûðîæäåíà, òî âûáèðàåì âòîðîé ìîíîì � âåðøèíó V1 íà ãðàíèöå N,
ñìåæíóþ ñ V0. Âåñ µ

1 âûáèðàåì òàê, ÷òî îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, ïðîõî-
äÿùàÿ ÷åðåç ðåáðî [V0, V1], íå èìååò äðóãèõ ïåðåñå÷åíèé ñN. Ïðîâåðêà íà
ãîëîìîðôíóþ íåâûðîæäåííîñòü. È òàê äàëåå äî äîñòèæåíèÿ ãîëîìîðô-
íîé íåâûðîæäåííîñòè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü,
÷üå óðàâíåíèå ñâÿçûâàåò íå âñå êîîðäèíàòû, íå ìîæåò áûòü ãîëîìîðôíî
íåâûðîæäåííîé.

Ïåðâûé îïèñàííûé çäåñü àëãîðèòì åñòåñòâåííî íàçâàòü íèñõîäÿùèì,
â âòîðîé � âîñõîäÿùèì.

Ìîíîìèàëüíàÿ ìîäåëüíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü � ýòî ãèïåðïîâåðõíîñòü
âèäà {v = 2 Re(zα z̄β)}. Åñëè z � ïåðåìåííàÿ ðàçìåðíîñòè n = 1 èëè n = 2,
òî òàêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ìîæåò áûòü ãîëîìîðôíî íåâûðîæäåííîé. Âîò
ïðèìåðû.

{v = |z|2} äëÿ n = 1,

{v = 2 Re(z1 z̄2)} äëÿ n = 2.

Åñëè æå n ≥ 3 � ýòî íåâîçìîæíî.

Óòâåðæäåíèå 23: Åñëè n ≥ 3, òî ãèïåðïîâåðõíîñòü Γ = {v =
2 Re(zα z̄β)} ãîëîìîðôíî âûðîæäåíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî: Ãîëîìîðôíàÿ âûðîæäåííîñòü âåùåñòâåííî àíàëèòè÷å-
ñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ýêâèâàëåíòíà åãî ãîëîìîðôíîé âûðîæäåííîñòè â
ïðîèçâîëüíîé òî÷êå. Åñëè α = β, ðàññìîòðèì çàìåíó êîîðäèíàò âèäà
z1 → zα, åñëè α 6= β, çàìåíó z1 → zα, z2 → zβ (îñòàëüíûå êîîðäèíàòû �
íà ìåñòå). Â òî÷êå îáùåãî ïîëîæåíèÿ ýòà ãîëîìîðôíàÿ çàìåíà ëîêàëüíî
îáðàòèìà. Ïîñëå ýòîé çàìåíû óðàâíåíèÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè ïðèíèìàþò
âèä v = |z1|2 èëè v = 2 Re(z1 z̄2). Óðàâíåíèÿ ñîäåðæàò íå âñå êîîðäèíàòû,
ïîýòîìó îáå ãèïåðïîâåðõíîñòè è èõ ïðîîáðàç Γ ãîëîìîðôíî âûðîæäåíû.

Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå ñîîáðàæåíèÿ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìèíèìàëü-
íîå ÷èñëî ìîíîìîâ, îáåñïå÷èâàþùåå ãîëîìîðôíóþ íåâûðîæäåííîñòü, ðàâ-
íî {n+1

2
} ({x} � öåëàÿ ÷àñòü x). Â ñâÿçè ñ ýòèì ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëå-

äóþùåå óñîâåðøåíñòâîâàíèå âòîðîãî ïðåäëîæåííîãî (âîñõîäÿùåãî) àë-
ãîðèòìà. Åãî ðàáîòó íàäî íà÷èíàòü íå ñ âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà, à ñ
ãðàíè ðàçìåðíîñòè {n+1

2
}.

Â ðàáîòå ýòîãî àëãîðèòìà åñòü ìíîãî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ýòî ñâîáîäà
â âûáîðå ãðàíåé ðàñòóùèõ ðàçìåðíîñòåé èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, â âûáîðå
îïðåäåëÿþùèõ èõ âåñîâ. Óñëîâèåì îêîí÷àíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ÿâëÿåò-
ñÿ äîñòèæåíèå ãîëîìîðôíîé íåâûðîæäåííîñòè. Ãîëîìîðôíàÿ íåâûðîæ-
äåííîñòü ðàâíîñèëüíà êîíå÷íîé íåâûðîæäåííîñòè â òî÷êå îáùåãî ïîëî-
æåíèÿ. Ïîýòîìó âûáîð ãðàíè è âåñà ñëåäóåò ïîä÷èíèòü óñëîâèþ ðîñòà
ðàçìåðíîñòè ñîâîêóïíîñòè ïðîèçâîäíûõ ãðàäèåíòà îïðåäåëÿþùåãî ïî-
ëèíîìà (ñì. îïðåäåëåíèå êîíå÷íîé íåâûðîæäåííîñòè).

Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ýòèõ àëãîðèòìîâ, êàê íèñõîäÿùåãî, òàê è âîñ-
õîäÿùåãî, ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü. Ò.å. òàêàÿ ãî-
ëîìîðôíî íåâûðîæäåííàÿ ïîâåðõíîñòü, ìîäåëüíàÿ ïî îòíîøåíèþ ê èñ-
õîäíîìó ðîñòêó, ò.÷. óäàëåíèå ëþáîãî åå ìîíîìà äåëàåò åå ãîëîìîðôíî
âûðîæäåíîé.

9. Âîïðîñû íà áóäóùåå

Â ñâÿçè ñ îïèñàííûì âûøå ïîäõîäîì ê îöåíêå ðàçìåðíîñòè ïðåäñòàâ-
ëÿþò èíòåðåñ ñëåäóþùèå âîïðîñû.

Âîïðîñ 24: Íàéòè êîíñòðóêòèâíûé êðèòåðèé ïðàâèëüíîñòè ðîñòêà.
Äàëåå, âîçìîæíî, èìåþòñÿ ÿâíûå ñïîñîáû âûäåëÿòü èç èñõîäíîãî ìíî-
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ãîãðàííèêà N åãî ìîäåëüíîå ïîäìíîæåñòâî, à íå ïîëó÷àòü åãî â êà÷åñòâå
ðåçóëüòàòà ðàáîòû àëãîðèòìà. Òàêîé ñïîñîá ïðåäñòàâëÿë áû íåñîìíåí-
íûé èíòåðåñ.

Íåëüçÿ îäíîâðåìåííî óïðîùàòü ìîäåëüíîå ïîäìíîæåñòâî è ìèíèìè-
çèðîâàòü ïîëó÷àþùóþñÿ îöåíêó ðàçìåðíîñòè àëãåáðû àâòîìîðôèçìîâ.
Åñëè ìû îòêàçûâàåìñÿ îò ïðîñòîòû è èùåì ìîäåëüíóþ ïîâåðõíîñòü ñ
íàèìåíüøåé ðàçìåðíîñòüþ, òî, êàê íåòðóäíî ïîíÿòü, ìû äîëæíû âûáè-
ðàòü ìîäåëüíûå ïîäìíîæåñòâà N, ëåæàùèå â ãðàíè÷íûõ ãèïåðãðàíÿõ.
Îäíàêî ãèïåðãðàíåé íåñêîëüêî.

Âîïðîñ 25: Êàê íàéòè ãðàíè÷íóþ ãèïåðãðàíü N, ò.÷. ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü äàåò ìèíèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü àëãåáðû
àâòîìîðôèçìîâ? Èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, êàê íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèé âåñ?

Âîïðîñ 26: Âçâåøåííàÿ g+-ãèïîòåçà, ñôîðìóëèðîâàííàÿ â ïóíêòå 5.
Ãèïîòåçà èìååò äâå ðåäàêöèè: ãåîìåòðè÷åñêóþ è àëãåáðàè÷åñêóþ.

È âîîáùå, ïîìåùàÿ òåîðèþ ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé â íîâûé âçâå-
øåííûé êîíòåêñò, ìû ìîæåì âñå ñòàðûå âîïðîñû ðàññìîòðåòü ñ âåñîâîé
òî÷êè çðåíèÿ. Ýòî èìååò ñìûñë ïî îòíîøåíèþ êàê ê äîêàçàííûì óòâåð-
æäåíèÿì, òàê è ê ãèïîòåçàì (ñì. ñïèñîê â êîíöå [2]).
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