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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äåéñòâèå íà ïðîñòðàíñòâå C4

7-ìåðíîé ãðóïïû Ëè èíôèíèòåçèìàëüíûõ ãîëîìîðôíûõ àâòîìîð-
ôèçìîâ âïîëíå íåâûðîæäåííîé êóáè÷åñêîé ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè
Q CR-òèïà (1, 3). Íàéäåíû âñå îðáèòû äàííîãî äåéñòâèÿ è äàíà
èõ áèãîëîìîðôíàÿ êëàññèôèêàöèÿ. Îäíà èç îðáèò ñîâïàäàåò ñ
ïîâåðõíîñòüþ Q (5-ìåðíàÿ îðáèòà), äâå èç íèõ 6-ìåðíû, à âñÿ
îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà C4, çà âû÷åòîì óïîìÿíóòûõ îðáèò,
ñëîèòñÿ íà 7-ìåðíûå âåùåñòâåííûå îðáèòû. Òàêæå äîêàçàíî, ÷òî
àëãåáðà èíôèíèòåçèìàëüíûõ ãîëîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ âñåõ
îðáèò, çà èñêëþ÷åíèåì äâåíàäöàòè ãîëîìîðôíî âûðîæäåííûõ
îðáèò, ñîâïàäàåò ñ àëãåáðîé ïîâåðõíîñòè Q.

Ïóñòü Mξ � ðîñòîê ãëàäêîãî âåùåñòâåííîãî ïîðîæäàþùåãî ïîäìíî-

ãîîáðàçèÿ ïðîñòðàíñòâà CN . Ïóñòü n � ýòî åãî CR-ðàçìåðíîñòü, à d �
êîðàçìåðíîñòü. Â ýòîì ñëó÷àå n+ d = N . Ïàðó (n, d) ìû íàçûâàåì CR-
òèïîì.
Ïóñòü autMξ � ýòî àëãåáðà Ëè, ñîñòîÿùàÿ èç ðîñòêîâ âåùåñòâåí-

íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, ïîðîæäàþùèõ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ãðóïïû ãî-
ëîìîðôíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â îêðåñòíîñòè òî÷êè ξ, ñîõðàíÿþùèõ Mξ;
autξMξ � ïîäàëãåáðà àëãåáðû autMξ, ñîñòîÿùàÿ èç ïîëåé X ∈ autMξ,
ò.÷. X(ξ) = 0; AutMξ � ëîêàëüíàÿ ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ïîëÿìè èç
autMξ; AutξMξ ñîñòîèò èç ïðåîáðàçîâàíèé φ ∈ AutMξ, ò.÷. φ(ξ) = ξ.
Åñëè Mξ èìååò êîíå÷íûé òèï ïî Áëóìó-Ãðýìó, òîãäà ñ ýòèì ðîñòêîì
ìîæíî ñâÿçàòü íåêîòîðóþ âåùåñòâåííî àëãåáðàè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü Q
òîãî æå òèïà � êàñàòåëüíóþ ìîäåëüíóþ ïîâåðõíîñòü [5]. Ìîäåëüíûå ïî-
âåðõíîñòè èíòåðåñíû ïî ìíîãèì ïðè÷èíàì. Íàïðèìåð,

dim AutMξ ≤ dim AutQ.

Â [3], [4], áûëî èçó÷åíî äåéñòâèå ãðóïïû ãîëîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ
ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè CR-òèïà (1, 2) â C3 è îïèñàíû âñå åãî îðáèòû.
Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì àíàëîãè÷íûé âîïðîñ, èìåþùèé îò-
íîøåíèå ê ïðîñòðàíñòâó C4. À èìåííî, äëÿ ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè Q
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CR-òèïà (1, 3) ìû èçó÷àåì äåéñòâèå 7-ìåðíîé ãðóïïû åå àâòîìîðôèçìîâ
AutQ â ïðîñòðàíñòâå C4 è âû÷èñëÿåì âñå åãî îðáèòû.

Ñ òî÷íîñòüþ äî áèãîëîìîðôíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñóùåñòâóåò ëèøü îä-
íà âïîëíå íåâûðîæäåííàÿ 5-ìåðíàÿ ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Q òèïà (1, 3)
. Â êîîðäèíàòàõ (z, wj := uj + ivj), j = 1, 2, 3 ïðîñòðàíñòâà C4 îíà çàäàíà
ñîîòíîøåíèÿìè

(1)

 v1 = zz,
v2 = z2z + zz2,
v3 = −i (z2z − zz2).

Ëîêàëüíàÿ ãðóïïà âñåõ îáðàòèìûõ â íà÷àëå êîîðäèíàò ãîëîìîðôíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé C4, ñîõðàíÿþùèõ ðîñòîê Q â íà÷àëå êîîðäèíàò, ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé 7-ìåðíóþ ãðóïïó Ëè AutQ òðåóãîëüíî-ïîëèíîìèàëüíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé âèäà

(2)

z 7→ λ γ z + p,

w1 7→ 2 i λ γ p z + λ2w1 + i |p|2 + q1,

w2 7→ 2 i λ γ
(
2 |p|2 + p2

)
z + 2 i λ2γ2p z2

+ 4λ2Repw1 + λ3
(
Reγ w2 − Imγ w3

)
+ 2 iRe(p2p) + q2,

w3 7→ 2λ γ
(
2 |p|2 − p2

)
z + 2λ2γ2p z2

+ 4λ2Impw1 + λ3
(
Imγ w2 + Reγ w3

)
+ 2 i Im(p2p) + q3,

ãäå γ, p ∈ C è λ, q1, q2, q3 ∈ R ïðè |γ| = 1 è λ > 0. Ýòó ãðóïïó â äàëü-
íåéøåì ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç G. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî îðáèòà
íà÷àëà êîîðäèíàò äåéñòâèÿ ãðóïïû G ñîâïàäàåò ñ Q.
Àëãåáðà Ëè autQ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðóïïå Ëè G, ïîðîæäåíà ïîëÿìè

(3)

X1 := 2 Re (∂w1),

X2 := 2 Re (∂w2),

X3 := 2 Re (∂w3),

X4 := 2 Re (∂z + (2iz) ∂w1 + (2iz2 + 4w1) ∂w2 + 2z2 ∂w3),

X5 := 2 Re (i ∂z + (2z) ∂w1 + (2z2) ∂w2 − (2iz2 − 4w1) ∂w3),

X6 := 2 Re (z ∂z + 2w1 ∂w1 + 3w2 ∂w2 + 3w3 ∂w3),

X7 := 2 Re (iz ∂z − w3 ∂w2 + w2 ∂w3).

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó àëãåáðó ÷åðåç g.
Åñëè ââåñòè âåñà ïåðåìåííûõ è äèôôåðåíöèðîâàíèé ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì: [z] = 1, [w1] = 2, [w2] = [w3] = 3, [∂z] = −1, [∂w1 ] = −2,
[∂w2 ] = [∂w3 ] = −3, òî îíà ñòàíîâèòñÿ ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðîé Ëè âèäà:

(4) autQ = g−3 + g−2 + g−1︸ ︷︷ ︸
g−

+g0,

ãäå gt � ýòî ïîëÿ âåñà t. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé ãðàäóèðîâêîé [X2] =
[X3] = −3, [X1] = −2, [X4] = [X5] = −1, [X6] = [X7] = 0.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç G− è G0 ãðóïïû Ëè, ñîîòâåòñòâóþùèå àëãåáðàì Ëè
g− è g0. Ïðè ýòîì G0 � ýòî ñòàáèëèçàòîð ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ïîâåðõ-
íîñòè Q â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ýòà ïîäãðóïïà ñîñòîèò èç ïðåîáðàçîâàíèé

(5)
z 7→ λ γ z, w1 7→ λ2w1,

w2 7→ λ3
(
Reγ w2 − Imγ w3

)
, w3 7→ λ3

(
Imγ w2 + Reγ w3

)
,

ãäå γ ∈ C, |γ| = 1, λ > 0.
Ïðèâåäåì íåáîëüøîé ñïèñîê î÷åâèäíûõ ñâîéñòâ ââåäåííûõ îáúåêòîâ:

Óòâåðæäåíèå 1:
(a) (X1, X2, X3, X4, X5) - áàçèñ g−, (X6, X7) - áàçèñ g0;
(b) G = G− n G0. Òîïîëîãè÷åñêè G− - ýòî R5. Ãðóïïà G0 èçîìîðôíà
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C∗. Òàêèì îáðàçîì G -
ñâÿçíà ( íî íå îäíîñâÿçíà) è ïîðîæäàåòñÿ ïîëÿìè èç g.
(c) Ãðóïïà G− äåéñòâóåò íà Q - òðàíçèòèâíî, ò.å. Q ñîâïàäàåò ñ îðáèòîé
íà÷àëà êîîðäèíàò. Áîëåå òîãî, íà G− ìîæíî ââåñòè ñòðóêòóðó âëîæåí-
íîãî â C4 CR-ìíîãîîáðàçèÿ ýêâèâàëåíòíîãî Q.

Ïîëîæèì

Φ(z, z, v1, v2, v3) := v1 − zz,
Ψ1(z, z, v1, v2, v3) := v2 + z2z + zz2 − 2 v1(z + z),

Ψ2(z, z, v1, v2, v3) := v3 − i (z2z − zz2) + 2i v1(z − z),

òîãäà Q = {Φ = Ψ1 = Ψ2 = 0}.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû.

Òåîðåìà: (a) Ñ òî÷íîñòüþ äî ëîêàëüíî áèãîëîìîðôíîé ýêâèâàëåíò-
íîñòè âñå îðáèòû äåéñòâèÿ G = AutQ â ïðîñòðàíñòâå C4 ðàñïàäàþòñÿ
íà ïÿòü òèïîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â òàáëèöå:

dim Îðáèòà Ñîîòíîøåíèÿ dim aut Âûðîæäåííîñòü
5 Q Φ = Ψ1 = Ψ2 = 0 7 Âïîëíå íåâûðîæäåííà

6
+M6

−M6
Φ > 0, Ψ1 = Ψ2 = 0
Φ < 0, Ψ1 = Ψ2 = 0

7 Âïîëíå íåâûðîæäåííà

7 M7 Ψ1 = 0 Ψ2 > 0 ∞ Ãîëîìîðôíî âûðîæäåííà

7
Om,m > 0
Om,m < 0

mΦ3 = Ψ2
1 + Ψ2

2,
Φ > 0,Ψ1 > 0,Ψ2 > 0

mΦ3 = Ψ2
1 + Ψ2

2,
Φ < 0,Ψ1 > 0,Ψ2 > 0

7

7, m 6= −32
9

∞, m 6= − 32
9

Ëåâè-íåâûðîæäåííà
Ëåâè-íåâûðîæäåííà

ïðè m 6= −32
9

Ãîëîìîðôíî âûðîæäåííà
ïðè m = −32

9
7 S7 Φ = 0,Ψ1 > 0,Ψ2 > 0 ∞ Ãîëîìîðôíî âûðîæäåííà

Êàæäîìó òèïó M7, S7, è Om ñîîòâåòñòâóåò ÷åòûðå ãîëîìîðôíî ýêâè-
âàëåíòíûõ îðáèòû. Îðáèòû îñòàëüíûõ òèïîâ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå
ÿâíî.
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(b) Îðáèòû ðàçíûõ òèïîâ ïîïàðíî ãîëîìîðôíî íåýêâèâàëåíòíû. Òî æå
êàñàåòñÿ îðáèò Om äëÿ ðàçíûõ m.
(ñ) Íè îäíà èç îðáèò, êðîìå Q, íå ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêîé (ò.å. íå ýêâèâà-
ëåíòíà ñâîåé êàñàòåëüíîé ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè).
(d) Âñå îðáèòû èìåþò êîíå÷íûé òèï ïî Áëóìó-Ãðýìó. Áëóì-Ãðýì-òèï Q
ðàâåí (2, 3, 3), äëÿ ±M6 � (2, 2), òèï M7, Om, S

7 � (2). Ñðåäè îðáèò ïðè-
ñóòñòâóþò âñå âîçìîæíûå â C4 CR-òèïû, à èìåííî, òèï Q ðàâåí (1, 3),
äëÿ ±M6 � (2, 2), òèï M7, Om, S

7 � (3, 1).

Ïðèâåäåííûé íèæå ðèñóíîê óñëîâíî äåìîíñòðèðóåò ðàçáèåíèå ïðî-
ñòðàíñòâà íà îðáèòû. Ìû äàåì êàðòèíó â R3 ñ êîîðäèíàòàìè (Ψ1,Ψ2,Φ).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû áóäåò äàíî íèæå.
ßñíî, ÷òî îðáèòû äåéñòâèÿ ãðóïïû G íå ìåíåå ÷åì ïÿòèìåðíû, è íå

áîëåå ÷åì ñåìèìåðíû.

Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùåå, âïîëíå î÷åâèäíîå, âñïîìîãàòåëüíîå óòâåð-
æäåíèå:

Ëåììà 2: Ïóñòü B � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, íà êîòîðîì äèôôåîìîð-
ôèçìàìè äåéñòâóåò ñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè L , è l � åå àëãåáðà Ëè, ñîñòîÿùàÿ
èç âåêòîðíûõ ïîëåé. Ïóñòü Kj � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà òî÷åê
B, â êîòîðûõ àëãåáðà l èìååò ðàíã j. Åñëè Kj - ýòî ïîäìíîãîîáðàçèå
ðàçìåðíîñòè j, òî Kj � îðáèòà äåéñòâèÿ ãðóïïû L .
Äîêàçàòåëüñòâî: Èç òîãî, ÷òî ðàíã l â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå Kj ðàâåí j
ñëåäóåò, ÷òî äåéñòâèå G íà Kj � ëîêàëüíî òðàíçèòèâíî. Ïîýòîìó îðáèòà
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ïðîèçâîëüíîé òî÷êè îòêðûòà â Kj . Â ñèëó ñâÿçíîñòè Kj îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî îðáèòà ñîâïàäàåò ñ Kj . Ëåììà äîêàçàíà.

Ïåðåõîäÿ ê âåùåñòâåííûì êîîðäèíàòàì z = x+ iy è wj = uj + ivj , j =
1, 2, 3, çàïèøåì îáðàçóþùèå àëãåáðû g â âèäå ìàòðèöû:
(6)

X1

X2

X3

X4

X5

X6

X7


=



0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
1 0 −2y 4u1 − 4xy 2x2 − 2y2 2x 2x2 − 2y2 + 4v1 4xy
0 1 2x 2x2 − 2y2 4xy + 4u1 2y 4xy 2y2 − 2x2 + 4v1
x y 2u1 3u2 3u3 2v1 3v2 3v3
−y x 0 −u3 u2 0 −v3 v2


︸ ︷︷ ︸

A

·



∂x

∂y

∂u1

∂u2

∂u3

∂v1

∂v2

∂v3


.

Îïèøåì ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà C4 íà ïîäìíîæåñòâà Rj , j = 5, 6, 7,
ïîñòîÿííîãî ðàíãà ìàòðèöû A. Ñäåëàåì äâà ïðåäâàðèòåëüíûõ çàìå÷à-
íèÿ.
Âñÿêèå ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà Rν ñ êîîðäèíàòàìè

x = (x1, . . . , xν) çàäàííûå êîíå÷íîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ íà
ïîëèíîìû îò x, à òàêæå èõ êîíå÷íûå îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è äîïîë-
íåíèÿ íàçûâàþòñÿ ïîëóàëãåáðàè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè. Åñëè ìíîæåñòâî
S çàäàíî ñèñòåìîé ñîîòíîøåíèé F (x) = 0, G(x) > 0 è H(x) < 0, òî ÷åðåç
−S îáîçíà÷èì ïîëóàëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî, îïðåäåëåííîå ñèñòåìîé
F (x) = 0, G(x) < 0 è H(x) > 0. Ïðè îäíîâðåìåííîì ðàññìîòðåíèè
ìíîæåñòâ S è −S ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå ±S.

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé, âûïîëíåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïüþ-
òåðíîé ñèñòåìû Maple, à òàêæå àëãîðèòìà îïèñàííîãî [6] ïîëó÷àåì,
÷òî R6 = {Φ 6= 0, Ψ1 = Ψ2 = 0}. Î÷åâèäíî, ÷òî R7 = C4 \ (R5

⋃
R6).

Êàê áûëî çàìå÷åíî âûøå, Q ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îðáèòó, ñîñòîÿùóþ èç
òî÷åê, ãäå ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí ïÿòè, ò.å. R5 = Q. Òàêèì îáðàçîì ìû
ïîëó÷àåì.

Ïðåäëîæåíèå 3: Ïðîñòðàíñòâî R8 = C4 ðàñïàäàåòñÿ íà òðè ïîäìíî-
æåñòâà: R5, R6, R7. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé G-èíâàðèàíòíûå ïîëóàë-
ãåáðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà âèäà

R5 = {Φ = Ψ1 = Ψ2 = 0} = Q,

R6 = {Φ 6= 0, Ψ1 = Ψ2 = 0},
R7 = {Ψ1 6= 0 èëè Ψ2 6= 0}.

Ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû.

Ìíîæåñòâî R5, êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îðáèòó,
ñîâïàäàþùóþ ñ Q.
Ìíîæåñòâî R6 ñîñòîèò èç äâóõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ±M6, ãäå

M6 = { Ψ1 = 0, Ψ2 = 0, Φ > 0} .
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êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåùåñòâåííî ïîëóàëãåáðàè÷åñêèå ïîðîæäà-
þùèå CR-ìíîãîîáðàçèÿ CR-òèïà (2, 2). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 2 êàæ-
äàÿ èç íèõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îðáèòó äåéñòâèÿ ãðóïïû G. Îòìåòèì, ÷òî
ðàíã øåñòü àëãåáðû g â òî÷êàõ R6 îáåñïå÷èâàåòñÿ øåñòüþ âåêòîðíûìè
ïîëÿìè (X1, X2, X3, X4, X5, X6).

Îòêðûòîå ìíîæåñòâî R7 çàäàíî óñëîâèåì, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç ôóíê-
öèé Ψ1 èëè Ψ2 îòëè÷íà îò íóëÿ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïîäìíîæåñòâî R7

âèäà {Ψ1 = 0, Ψ2 6= 0}
⋃
{Ψ1 6= 0, Ψ2 = 0}. Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáú-

åäèíåíèå ÷åòûðåõ ñâÿçíûõ 7-ìåðíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé ±M7 è ±N7,
çàäàííûõ ñèñòåìàìè:

M7 =
{

Ψ1 = 0, Ψ2 > 0
}
, N7 =

{
Ψ1 > 0, Ψ2 = 0

}
.

Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî ýòè ãèïåðïîâåðõíîñòè ÿâëÿþòñÿ îðáèòàìè
äåéñòâèÿ G. Ãîëîìîðôíîå ïðåîáðàçîâàíèå

(7) (z, w1, w2, w3) 7→ (−z, w1,−w2,−w3),

îñóùåñòâëÿåò ñëåäóþùóþ áèãîëîìîðôíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü:

M7 ∼ −M7, N7 ∼ −N7.

Ðàññìàòðèâàÿ ãîëîìîðôíîå ïðåîáðàçîâàíèå

(8) (z, w1, w2, w3) 7→ (−iz, w1, w3,−w2),

ïîëó÷àåì òàêæå, ÷òî M7 è N7 ýêâèâàëåíòíû. Èòàê, âñå ÷åòûðå óêà-
çàííûõ îðáèòû ãîëîìîðôíî ýêâèâàëåíòíû. Äëÿ êàæäîé ãîëîìîðôíîé
ôóíêöèè f(z, w1, w2, w3) ãîëîìîðôíîå âåêòîðíîå ïîëå f∂w3 êàñàòåëüíî
ê M7. Ïîýòîìó M7, à çíà÷èò, è âñå ÷åòûðå ðàññìîòðåííûõ îðáèòû ãî-

ëîìîðôíî âûðîæäåííû, îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî èõ àëãåáðû èíôèíèòåçè-
ìàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ áåñêîíå÷íîìåðíû (ñì. [1]).
Òî, ÷òî îñòàëîñü, èìååò âèä

(9) P =
{

Ψ1 6= 0, Ψ2 6= 0
}
.

Ïóñòü (a, b1, b2, b3) = p0 ∈P. Èìååì:

(10)

 Imb2 6= −(a2a+ aa2) + 2 Imb1(a+ a),

Imb3 6= i (a2a− aa2)− 2 i Imb1(a− a).

Op0 - îðáèòà òî÷êè p0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî òî÷åê p =
(z, w1, w2, w3) ∈ C4 âèäà:

(11)

z = λ γ a+ p,

w1 = 2 i λ γ p a+ λ2b1 + i |p|2 + q1,

w2 = 2 i λ γ
(
2 |p|2 + p2

)
a+ 2 i λ2γ2p a2

+ 4λ2Rep b1 + λ3
(
Reγ b2 − Imγ b3

)
+ 2 iRe(p2p) + q2,

w3 = 2λ γ
(
2 |p|2 − p2

)
a+ 2λ2γ2p a2

+ 4λ2Imp b1 + λ3
(
Imγ b2 + Reγ b3

)
+ 2 i Im(p2p) + q3,
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äëÿ íåêîòîðûõ γ, p ∈ C è λ, q1, q2, q3 ∈ R ïðè |γ| = 1 è λ > 0. Ïîñêîëüêó
ãðóïïà ñîäåðæèò âñå âåùåñòâåííûå ñäâèãè ïî ïåðåìåííûì w1, w2, w3, òî
ìû ìîæåì èñêëþ÷èòü ïàðàìåòðû q1, q2, q3, ïåðåõîäÿ ê ìíèìûì ÷àñòÿì
âòîðîãî, òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèÿ (11). Èç ïåðâîãî âûðàæåíèÿ
(11) ïîëó÷àåì, ÷òî p = z − λγa. Ïîäñòàâëÿÿ äàííîå âûðàæåíèå äëÿ p â
ìíèìóþ ÷àñòü âòîðîãî âûðàæåíèÿ (11), ïîëó÷àåì:

(12) v1 − zz = λ2 (Imb1 − aa).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî v1 − zz � îòíîñèòåëüíûé èíâàðèàíò äåéñòâèÿ ãðóïïû.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àè Φ(p0) 6= 0 è Φ(p0) = 0.
Ñëó÷àé 1. Φ(p0) 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå èç ðàâåíñòâà (12) ïîëó÷àåì, ÷òî

äëÿ êàæäîé òî÷êè p = (z, w1, w2, w3) ∈ Op0 çíàê âûðàæåíèÿ v1− zz ñîâ-
ïàäàåò ñî çíàêîì âûðàæåíèÿ Φ(p0). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè Φ(p0) > 0, òî p
ìîæíî ïåðåâåñòè òîëüêî â òî÷êè (z, w1, w2, w3), äëÿ êîòîðûõ v1− zz > 0.
Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî è â ñëó÷àå Φ(p0) < 0. Â ñîîòâåòñòâèè
ñ ýòèì âûäåëèì äâà ïîäñëó÷àÿ: Φ(p0) > 0 è Φ(p0) < 0. Â ñâîþ î÷å-
ðåäü, èñêîìûå îðáèòû äåëÿòñÿ íà äâà òèïà: ëåæàùèå â ñâÿçíîé êîìïî-
íåíòå v1− zz > 0 (îðáèòû "âíå øàðà") è ëåæàùèå â ñâÿçíîé êîìïîíåíòå
v1 − zz < 0 (îðáèòû "âíóòðè øàðà"). Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ìîæíî
ïðèäàòü b1 ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå. Ñ ó÷åòîì ïðåäïîëîæåíèÿ λ > 0, èç
(11) ïîëó÷àåì:

λ =

√
v1 − zz

Im b1 − aa
=

√
Φ(p)

Φ(p0)
.

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ p è λ, ïîñëå óïðîùåíèé èç ìíèìûõ
÷àñòåé òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèé (11) ïîëó÷àåì:

(13)

 v2 + z2z + zz2 − 2 v1(z + z) = 1
2λ

3(Ωγ + Ω γ)

v3 − i (z2z − zz2) + 2i v1(z − z) = − i
2 λ

3(Ωγ − Ω γ),

ãäå

Ω = Imb2 + i Imb3 + 2 a2a− 4 a Imb1 = Ψ1(p0) + iΨ2(p0).

Èç (10) ñëåäóåò, ÷òî Ω 6= 0. Óìíîæàÿ âòîðîå óðàâíåíèå íà i è ïðèáàâëÿÿ
åãî ê ïåðâîìó, ïîëó÷àåì:

v2 + i v3 + 2 z2z − 4 zv1 = λ3γΨ1(p0) + iΨ2(p0).

Ïîäñòàâëÿÿ λ =
√

v1−zz
Φ(p0) , âûðàæàåì ïàðàìåòð γ:

γ =
(Ψ1(p) + iΨ2(p))

Ψ1(p0) + iΨ2(p0)
·
(

Φ(p)

Φ(p0)

)− 3
2

.

Óñëîâèå γγ = 1 íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà èçìåíåíèå ìíèìûõ ÷à-
ñòåé ïåðåìåííûõ b2 è b3. À èìåííî, îòîáðàæåíèå (Imb2, Imb3) 7→ (v2, v3)
âîçìîæíî òîëüêî åñëè ïàðàìåòð γ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

(Ψ1(p)2 + Ψ2(p)2)
(
Φ(p))−3 = (Ψ1(p0)2 + Ψ2(p0)2)Φ(p0)−3.



8 Â.Ê.ÁÅËÎØÀÏÊÀ È ÌÀÑÓÄ ÑÀÁÇÅÂÀÐÈ

Èç òîãî, ÷òî λ 6= 0, ñëåäóåò, ÷òî íà îðáèòå òî÷êè p0 âûðàæåíèå v1−zz
îòëè÷íî îò íóëÿ. Ïîýòîìó íà 8-ìåðíîì ïîäìíîæåñòâå

(14) P ′ =
{

Φ 6= 0, Ψ1 6= 0, Ψ2 6= 0
}

ìíîæåñòâà P ôóíêöèÿ:

F (p) = (Ψ1(p)2 + Ψ2(p)2)
(
Φ(p))−3

èíâàðèàíòíà ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû G. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êàæäîé òî÷êè
p0 ∈P ′, 7-ìåðíîå ïîëóàëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå � ëèíèÿ óðîâíÿ
F :

F (p) = |Ψ1(p0) + iΨ2(p0)|2Φ(p0)−3

âìåñòå ñ òðåìÿ îïðåäåëÿþùèìè íåðàâåíñòâàìè (14) òàêæå èíâàðèàíòíà.
Ïî ëåììå 2 âñÿêàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ýòîãî ïîëóàëãåáðàè÷åñêîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ åñòü îðáèòà äåéñòâèÿ ãðóïïû G â òî÷êàõ P ′ ⊂ C4. Îòñþäà
ïîëó÷àåì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñî çíàêàìè òðåõ íåíóëåâûõ âåùåñòâåííûõ
÷èñåë (Φ(p0),Ψ1(p0),Ψ2(p0)), 7-ìåðíàÿ îðáèòà Op0 ïðèíàäëåæèò îäíîìó
èç ñëåäóþùèõ âîñüìè òèïîâ: O7

±,±,±, ãäå çíàêè îçíà÷àþò âûáîð ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî íåðàâåíñòâà.
Ñ ïîìîùüþ ãîëîìîðôíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (7) ïîëó÷àåì íàáîð ýêâè-

âàëåíòíîñòåé:

O7
+++ ≡ O7

+−−, O7
−++ ≡ O7

−−−, O7
++− ≡ O7

+−+, O7
−+− ≡ O7

−−+.

Äàëåå, ïîñðåäñòâîì ãîëîìîðôíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (8) ïîëó÷àåì ýêâèâà-
ëåíòíîñòè:

O7
+++ ≡ O7

++−, O7
−++ ≡ O7

−+−.

Ïîýòîìó ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äâà òèïà 7-ìåðíûõ îðáèò:
O7

+++ è O7
−++, êîòîðûå ðàçëè÷àþòñÿ çíàêîì âûðàæåíèÿ Φ(p0) (â íà-

øåé íóìåðàöèè � çíàêîì â ïåðâîé ïîçèöèè). Äëÿ êàæäîé òî÷êè p0 ∈P ′

îïðåäåëèì âåëè÷èíó

m = (Ψ1(p0)2 + Ψ2(p0)2)(Φ(p0))−3.

m � èíâàðèàíò äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà ïîäìíîãîîáðàçèè P ′. Ïîýòîìó
ìû ìîæåì ïàðàìåòðèçîâàòü íàéäåííûå îðáèòû äàííûì ïàðàìåòðîì, êî-
òîðûé ìîæåò ïðèíèìàòü âñå âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì
íóëÿ. Ïðåäñòàâèòåëåì îðáèò, ãäå m > 0, ÿâëÿåòñÿ O7

+++, à îðáèò, ãäå
m < 0 � îðáèòà O7

−++. ×åðåç Om îáîçíà÷èì îðáèòó ñ ñîîòâåòñòâóþùèì
çíà÷åíèåì m.

Ïîñêîëüêó îðáèòû ãîëîìîðôíî îäíîðîäíû, Ëåâè-íåâûðîæäåííîñòü â
îäíîé òî÷êå ýêâèâàëåíòíà Ëåâè íåâûðîæäåííîñòè âñþäó. Âû÷èñëÿÿ ìàò-
ðèöó Ëåâè ãèïåðïîâåðõíîñòåé Om è âû÷èñëÿÿ åå îïðåäåëèòåëü â ïðîèç-
âîëüíîé òî÷êå, ïîëó÷àåì, ÷òî Ëåâè-íåâûðîæäåííûìè ÿâëÿþòñÿ âñå îð-
áèòû Om, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ m = −32

9 . Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðî-
âåðèòü, ÷òî O− 32

9
òàêæå ãîëîìîðôíî âûðîæäåííà. Ïîýòîìó ýòà îðáèòà

íå ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíî ýêâèâàëåíòíîé íè îäíîé èç îñòàëüíûõ îðáèò è
åå àëãåáðà Ëè èíôèíèòåçèìàëüíûõ ãîëîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ áåñêî-
íå÷íîìåðíà.



Îäíîðîäíûå ïîâåðõíîñòè â C4, àññîöèèðîâàííûå ñ êóáè÷åñêîé ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòüþ 9

Ïðîñòðàíñòâî R8 ðàçáèòî îñîáûìè îðáèòàìè íà 12 ÷àñòåé. Ïóñòü
D(j,±,±), j = 1, 2, 3, � îáëàñòü, êàæäàÿ èç êîòîðûõ çàäàíà òðåìÿ íåðà-
âåíñòâàìè. Âòîðîé è òðåòèé àðãóìåíò D êîäèðóåò çíàê Ψ1 è Ψ2 ñîîòâåò-
ñòâåííî, è â çàâèñèìîñòè îò j âûïîëíåíî îäíî èç íåðàâåíñòâ:

åñëè j = 1, (Ψ1(p)2 + Ψ2(p)2)(Φ(p))−3 < −32/9,

åñëè j = 2, −32/9 < (Ψ1(p)2 + Ψ2(p)2)(Φ(p))−3 < 0,

åñëè j = 3, 0 < (Ψ1(p)2 + Ψ2(p)2)(Φ(p))−3.

Êàæäàÿ èç ýòèõ îáëàñòåé ñëîèòñÿ íà îðáèòû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ Ëåâè-
íåâûðîæäåííûìè ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè ôèêñèðîâàííîé ñèãíàòóðû. Ïðè
ýòîì èìåþòñÿ êàê ñòðîãî ïñåâäîâûïóêëûå, òàê è çíàêîíåîïðåäåëåííûå
ïîâåðõíîñòè.

Äîêàæåì äàëåå, ÷òî îðáèòû äëÿ ðàçíûõ m ïîïàðíî ãîëîìîðôíî íåýê-
âèâàëåíòíû.
Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîòðåáóåòñÿ íåêîòîðîå ðàññóæäåíèå, êîòîðîå

ïðèìåíÿëîñü ðàíåå (ñì. [4, Lemma 3.1]) è äîêàçàòåëüñòâî êîòîðûõ âîñõî-
äèò ê Â. Êàóïó (ñì., íàïðèìåð, [9]). Ýòî ðàññóæäåíèå ìû ñôîðìóëèðóåì
â âèäå äâóõ ëåìì.
Ëåììà 4: Äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà m 6= −32

9
àëãåáðà Ëè autOm êîíå÷íîìåðíà è ïîëèíîìèàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî: Êîíå÷íîìåðíîñòü àëãåáð autOm ïðè m 6= −32
9 ñëå-

äóåò èç Ëåâè-íåâûðîæäåííîñòè îðáèò Om. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èõ ïîëè-
íîìèàëüíîñòè çàìåòèì, ÷òî îíè ñîäåðæàò ïîëå

D = z ∂z + 2w1 ∂w1 + 3w2 ∂w2 + 3w3 ∂w3 ,

óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâàì

[D,Yk] = k Yk

äëÿ êàæäîãî âçâåøåííî îäíîðîäíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Yk âåñà k. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî Y ëåæèò â êîìïëåêñèôèêàöèè àëãåáðû autOm, èìåþùåé
ñõîäÿùååñÿ ðàçëîæåíèå Y := Y−3 + Y−2 + Y−1 + · · · ïî âåñîâûì êîìïî-
íåíòàì. Èìååì:

[D,Y ] =
∞∑

k=−3

kYk.

Ïóñòü P � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ïðèñîåäèíåííîãî îïåðàòîðà adD óêà-
çàííîé êîìïëåêñèôèöèðîâàííîé àëãåáðû. Òîãäà:

0 = P (adD) (Y ) =

∞∑
k=−3

P (k)Yk.

Íî P èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî êîðíåé. Ïîýòîìó äëÿ äîñòàòî÷íî áîëü-
øîãî ko âûïîëíåíî Yk ≡ 0 ïðè âñåõ k > ko. Ñëåäîâàòåëüíî, Y ïîëèíîìè-
àëüíî.

Ëåììà 5: Äëÿ íåíóëåâûõ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèé m,m′ 6= −32
9 âñÿ-

êîå áèãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå F : Om → Om′ åñòü áèðàöèîíàëüíî
îòîáðàæåíèå îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà C4.
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû îïèðàåòñÿ íà äâà ôàêòà: (a) àëãåáðû èí-
ôèíèòåçèìàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ îáåèõ ïîâåðõíîñòåé êîíå÷íîìåðíû è
ïîëèíîìèàëüíû. (b) êîìïëåêñèôèêàöèè ýòèõ àëãåáð ñîäåðæàò âåêòîð-
íûå ïîëÿ, îáåñïå÷èâàþùèå îäíîðîäíîñòü ïîâåðõíîñòè; â äàííîì ñëó÷àå
ýòî îáðàçóþùèå àëãåáðû g � ïîëÿ X1, ..., X7. Ñîîòâåòñòâóþùåå ðàññóæ-
äåíèå ïðèâåäåíî â ðàáîòå [14].

Óòâåðæäåíèå 6: (a) Îðáèòû Om è Om′ ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà m = m′.
(b) Åñëè m,m′ 6= −32

9 , òî autOm = g.

(ñ) Îðáèòû M6 è −M6 íå ýêâèâàëåíòíû.
(d) Àëãåáðû èíôèíèòåçèìàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ îðáèòM6 è −M6 ñîâ-
ïàäàþò ñ g. Äîêàçàòåëüñòâî: Ïîñêîëüêó O− 32

9
� ýòî åäèíñòâåííàÿ ãî-

ëîìîðôíî âûðîæäåííàÿ îðáèòà ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà, òî îíà íå ýê-
âèâàëåíòíà íè îäíîé èç îñòàëüíûõ îðáèò Om. Ïóñòü F : C4 → C4 �
áèðàöèîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå îðáèòó Om â îðáèòó Om′

ïðè m,m′ 6= −32
9 . Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ

Ξ := |v2 + i v3 + 2 z2z − 4 zv1|2 −m
(
v1 − zz

)3
= 0

Ξ′ := |v2 + i v3 + 2 z2z − 4 zv1|2 −m′
(
v1 − zz

)3
= 0,

çàäàþùèå îðáèòû Om è Om′ , è îáîçíà÷èì ÷åðåç Hm è Hm′ àëãåáðàè÷å-
ñêèå ãèïåðïîâåðõíîñòè, çàäàííûå óðàâíåíèÿìè Ξ = 0 è Ξ′ = 0 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Q ⊂ Hm,Hm′ . Ïîñêîëüêó F ïåðåâîäèò
Om â Om′ , îíî òàêæå ïåðåâîäèò Hm â Hm′ . Çàïèñûâàÿ z := x + iy,
ðàññìîòðèì ãðàäèåíòû:

∇Hm := (Ξx,Ξy,Ξv1 ,Ξv2 ,Ξv3) è ∇Hm′ := (Ξ′x,Ξ
′
y,Ξ

′
v1 ,Ξ

′
v2 ,Ξ

′
v3).

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî îñîáûå ìíîæåñòâà ãèïåðïîâåðõíîñòåé Hm

and Hm′ , ò.å. íóëåâûå çíà÷åíèÿ âåêòîðîâ ∇Hm è ∇Hm′ , ñîâïàäàþò ñ
ïîâåðõíîñòüþ Q. Èç áèðàöèîíàëüíîñòè F ñëåäóåò, ÷òî ïîðîæäàþùåå
ìíîãîîáðàçèå Q íå ìîæåò öåëèêîì ñîäåðæàòüñÿ â îñîáîì ìíîæåñòâå
îòîáðàæåíèÿ F , ïîñêîëüêó åãî îñîáîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì
àíàëèòè÷åñêèì ïîäìíîæåñòâîì îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîñêîëüêó
F : Hm → Hm′ äîëæíî ïåðåâîäèòü îñîáîå ìíîæåñòâî ìíîãîîáðàçèÿ
Hm â îñîáîå ìíîæåñòâî ìíîãîîáðàçèÿ Hm′ , òî F ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðìíûì
àâòîìîðôèçìîì ïîâåðõíîñòè Q â îêðåñòíîñòè íåîñîáîé òî÷êè áèðàöèî-
íàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ F . Òàêèì îáðàçîì, F ∈ G = AutQ. Íî îðáèòà Om

èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû G, è ïîýòîìó F ïåðåâîäèò
åå â ñåáÿ, ò.å. Om = Om′ .
Ïîâòîðÿÿ ïðîâåäåííîå ðàññóæäåíèå â ñëó÷àå Om′ = Om, ïîëó÷àåì,

÷òî âñÿêèé ãîëîìîðôíûé àâòîìîðôèçì F : C4 → C4, îòîáðàæàþùèé
Om â ñåáÿ, ïðèíàäëåæèò ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ G. Îòñþäà ïîëó÷àåì
AutOm = G.
Ïðèìåíÿÿ òî æå ñàìîå ðàññóæäåíèå ê îòîáðàæåíèþ M6 â −M6, ïî-

ëó÷àåì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ñîäåðæèòñÿ â G. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî
íåâîçìîæíî. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òîM6 è −M6 íåýê-
âèâàëåíòíû.
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Åùå ðàç ïðèìåíÿÿ òî æå ðàññóæäåíèå ê îòîáðàæåíèþ M6 â ñåáÿ, ïî-
ëó÷àåì, ÷òî AutM6 = G. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ñëó÷àé 2. Φ(p0) = 0.
Óäàëÿÿ òî÷êè P ′, çàäàííûå óñëîâèåì (14), èç ïîäìíîãîîáðàçèÿ P,

çàäàííîãî óñëîâèåì (9), ïîëó÷àåì, ÷òî íàì îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü îðáèòû,
ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì 7-ìåðíîãî ïîëóàëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
çàäàííîãî óñëîâèÿìè

(15) Q :

 v1 = zz,
v2 6= z2z + zz2,
v3 6= −i (z2z − zz2).

Ýòî ìíîãîîáðàçèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû G, ïî-
ñêîëüêó îíî ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì äî èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà
â ïðîñòðàíñòâå C4. Ðàíã ìàòðèöû A â êàæäîé òî÷êå ýòîãî ïîäìíîãî-
îáðàçèÿ ðàâåí 7, îòêóäà, ïî ëåììå 2, êàæäàÿ åãî ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà
ÿâëÿåòñÿ îðáèòîé äåéñòâèÿ íàøåé ãðóïïû. Ýòî ìíîãîîáðàçèå ñîñòîèò èç
÷åòûðåõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ±S7,±T 7, ãäå

S7 :

 v1 = zz,
v2 > z2z + zz2,
v3 > −i (z2z − zz2),

T 7 :

 v1 = zz,
v2 > z2z + zz2,
v3 < −i (z2z − zz2).

Êàê è âûøå, ãîëîìîðôíîå ïðåîáðàçîâàíèå (7) îáåñïå÷èâàåò ýêâèâà-
ëåíòíîñòè

S7 ≡ −S7, T 7 ≡ −T 7.

Äàëåå, ñ ïîìîùüþ ãîëîìîðôíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (8) ïîëó÷àåì, ÷òî
S7 ≡ −T 7. Ïîýòîìó âñå äàííûå ÷åòûðå 7-ìåðíûå îðáèòû ãîëîìîðôíî
ýêâèâàëåíòíû.
Äëÿ âñÿêîé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè f(z, w1, w2, w3) ãîëîìîðôíûå âåê-

òîðíûå ïîëÿ f∂w2 è f∂w3 ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè ê îðáèòàì ±S7 è ±T 7.
Ïîýòîìó âñå ýòè îðáèòû ãîëîìîðôíî âûðîæäåííû, à èõ àëãåáðû èíôè-
íèòåçèìàëüíûõ ãîëîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ áåñêîíå÷íîìåðíû.
Èòàê, òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 7==: Ïîñðåäñòâîì ãîëîìîðôíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:

(z, w1, w2, w3) 7→ (z, w1, w2 − 2 zw1, w3 + 2i zw1)

îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ M6 ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó:

M6 :

 v2 = −i (w1z − w1z)− (z2z + zz2),
v3 = −(w1z + w1z) + i (z2z − zz2),
v1 > zz.

Ýòî ìíîãîîáðàçèå åñòü âïîëíå íåâûðîæäåííîå CR-ìíîãîîáðàçèå òèïà
(2, 2) ñ êâàäðàòè÷íîé ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòüþ (ñì. [2]):

Q(2, 2) =

{
v2 = −i (w1z − w1z),
v3 = −(w1z + w1z).

Â ðàáîòå [7, 8] äàííàÿ ïîâåðõíîñòü, êîòîðóþ àâòîðû íàçûâàþò ýëëèïòè-

÷åñêîé, áûëà ïîäðîáíî èçó÷åíà. Â ÷àñòíîñòè, îêàçàëîñü, ÷òî àëãåáðà Ëè
autQ(2, 2) åå èíôèíèòåçèìàëüíûõ CR-àâòîìîðôèçìîâ 16-ìåðíà è èìååò
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10-ìåðíûõ ñòàáèëèçàòîð (ñì. [7, Theorem 1]). Ïîñêîëüêó ñòàáèëèçàòîð
ïîâåðõíîñòèM6 èìååò ðàçìåðíîñòü îäèí, òî ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî
M6 íåñôåðè÷íà.

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå çäåñü ðåçóëüòàòû ñ ðàáîòàìè [3], [4], ìû âè-
äèì, ÷òî ðåçóëüòàòû âïîëíå àíàëîãè÷íû. Èìåþùèåñÿ îòëè÷èÿ âïîëíå
îáúÿñíèìû ðîñòîì ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Â [5] áûëè ðàññìîòðåíû
àâòîìîðôèçìû ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî Áëóì-
Ãðýì-òèïà. Âîïðîñ îá îïèñàíèè îðáèò äåéñòâèÿ ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ
òàêîé ïîâåðõíîñòè èíòåðåñåí è â ýòîì, áîëåå îáùåì, êîíòåêñòå.

Acknowledgment. Äàííàÿ ñòàòüÿ âîçíèêëà êàê ïðîäîëæåíèå ñîâìåñò-
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ïàíîâîé çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ è îáñóæäåíèÿ â ïðîöåññå ðàáîòû íàä ñòà-
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