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Â ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî ãðóïïà AutQ âñåõ ãîëîìîðôíûõ àâ-
òîìîðôèçìîâ ãîëîìîðôíî îäíîðîäíîé íåâûðîæäåííîé ìîäåëüíîé
ïîâåðõíîñòèQ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîäãðóïïó ãðóïïû áèðàöèîíàëü-
íûõ èçîìîðôèçìîâ îáúåìëþùåãî êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà (ãðóï-
ïû Êðåìîíû) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé ñòåïåíè. Äàåòñÿ îöåíêà
ñòåïåíè ÷åðåç ðàçìåðíîñòü îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà (òåîðåìà
4). Ïîêàçàíî, ÷òî íè îäíî èç óñëîâèé òåîðåìû íåëüçÿ îñëàáèòü.
Òàêæå â ðàáîòå ðàññìîòðåí âîïðîñ î ñâÿçíîñòè AutQ (òåîðåìà 7).
Äàííàÿ ðàáîòà íåïîñðåäñòâåííî ïðèìûêàåò ê ïðåäûäóùåé ðàáîòå
àâòîðà [7].
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Ââåäåíèå. Â ðàáîòàõ [2] è [7], à òàêæå äðóãèõ ðàáîòàõ àâòîðà CR-
ìíîãîîáðàçèÿ èçó÷àëèñü ñ ïîìîùüþ åäèíîîáðàçíîãî ïîäõîäà - ìåòîäà
ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè. Ïðè ýòîì êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîãîîáðàçèé
îïðåäåëÿëñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî óñëîâèÿ "íåâûðîæäåííîñòè". Â [2]
- ýòî áûëî óñëîâèå ïîëíîé íåâûðîæäåííîñòè ðîñòêà CR-ìíîãîîáðàçèÿ.
Óñëîâèå ïîëíîé íåâûðîæäåííîñòè ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì îáùåãî ïîëîæå-
íèÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî ëþáîé ðîñòîê ïîëîæèòåëüíîé CR-ðàçìåðíîñòè
ìàëîé ãëàäêîé äåôîðìàöèåé ìîæíî ñäåëàòü âïîëíå íåâûðîæäåííûì.
Îäíàêî òèï òàêîãî ðîñòêà ïî Áëóìó-Ãðýìó íå ìîæåò áûòü ïðîèçâîëü-
íûì. Â ðàáîòå [7] òà æå ïðîãðàììà ìåòîäà ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè (ñòàí-
äàðòíûé íàáîð óòâåðæäåíèé) áûëà ðåàëèçîâàíà äëÿ êëàññà CR-ðîñòêîâ

1Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà èì.Ëîìîíîñîâà,

Âîðîáüåâû ãîðû, 119992 Ìîñêâà, Ðîññèÿ, vkb@strogino.ru.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ 18-41-05003

1



ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî Áëóì-Ãðýì-òèïà ñ óñëîâèåì ãîëîìîðôíîé íåâû-

ðîæäåííîñòè. Ïðè âûïîëíåíèè ýòîé ïàðû óñëîâèé ìû íàçûâàåì ðîñòîê
íåâûðîæäåííûì. Â óïîìÿíóòûé ñòàíäàðòíûé íàáîð óòâåðæäåíèé âõî-
äèò óòâåðæäåíèå î áèðàöèîíàëüíîñòè ëþáîãî àâòîìîðôèçìà ìîäåëüíîé
ïîâåðõíîñòè. Â ðàáîòå [7] ýòî óòâåðæäåíèå áûëî ïðîïóùåíî. Îíî áûëî
àíîíñèðîâàíî â ñïèñêå îòêðûòûõ âîïðîñîâ (ãèïîòåçà 5). Â äàííîé ðàáî-
òå ýòîò ïðîïóñê óñòðàíåí (òåîðåìà 4), ò.å. äîêàçàíî, ÷òî áèðàöèîíàëü-
íîñòü è îãðàíè÷åííîñòü ñòåïåíè îñòàþòñÿ ïðè ñîáëþäåíèè äâóõ óñëîâèé:
íåâûðîæäåííîñòè è ãîëîìîðôíîé îäíîðîäíîñòè. Â ïðåæíèõ âåðñèÿõ ýòî-
ãî óòâåðæäåíèÿ ãîëîìîðôíàÿ îäíîðîäíîñòü íå ôèãóðèðîâàëà â êà÷åñòâå
ñàìîñòîÿòåëüíîãî óñëîâèÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî âñå âïîëíå íåâûðîæ-
äåííûå ìîäåëüíûå ïîâåðõíîñòè ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè. Â íîâîì êîíòåê-
ñòå íåâûðîæäåííûõ ïîâåðõíîñòåé - ýòî óæå íå òàê. Â [7] áûë äàí êðèòå-
ðèé îäíîðîäíîñòè ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè. À èìåííî, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ïîñòîÿíñòâî Áëóì-Ãðýì-òèïà, êîòîðîå, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì
óñëîâèåì îäíîðîäíîñòè - äëÿ ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷-
íûì. Äàëåå òàì æå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íàáîð âåñîâ îäíîðîäíîé ìîäåëü-
íîé ïîâåðõíîñòè ñîâåðøåííî íå ïðîèçâîëåí. À èìåííî, áûëî ïîêàçàíî,
÷òî ýòîò íàáîð èìååò ñëåäóþùèé âèä: m1 = 2, m2 = 3, . . . ,ml = l + 1.

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå î áèðàöèîíàëüíîñòè àâòîìîðôèçìîâ ìîäåëüíîé
ïîâåðõíîñòè áûëî äîêàçàíî À.Òóìàíîâûì [4] ñ ïîìîùþ ïðèåìà Â.Êàóïà
[3]. Ýòî áûëî ñäåëàíî òîãäà äëÿ ïðîñòåéøåãî Áëóì-Ãðýì-òèïà, à èìåííî
äëÿ m = (2, k) (ìîäåëüíàÿ êâàäðèêà êîðàçìåðíîñòè k). Íàøå ïîñòðîåíèå
� ýòî, ïî ñóùåñòâó, ìíîãîêðàòíîå ðåêóðñèâíîå èñïîëüçîâàíèå ðàññóæäå-
íèÿ Êàóïà-Òóìàíîâà. Îòìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî âîçìîæíîñòü äîêàçàòåëü-
ñòâà áèðàöèîíàëüíîñòè äëÿ ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè ïðîèçâîëüíîãî Áëóì-
Ãðýì-òèïà ïî òàêîé ñõåìå ñâÿçàíà ñ âàæíîé ñòðóêòóðíîé îñîáåííîñòüþ
ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé � ñ èõ "òðåóãîëüíîñòüþ".

Âòîðîé îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû (òåîðåìà 7) - îïèñàíèå òî-
ïîëîãè÷åñêîãî ñòðîåíèÿ ãðóïïû ãîëîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ ìîäåëü-
íîé ïîâåðõíîñòè. Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ íîâûì ëèøü îò÷àñòè. Âî âñåõ
âåðñèÿõ ìåòîäà ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè, íà÷èíàÿ ñ [1], ïîäðàçóìåâàëîñü
ñëåäóþùåå ïðîñòîå ñëåäñòâèå áàçîâûõ êîíñòðóêöèé. Ïîñêîëüêó ïîäãðóï-
ïà G+ (íåëèíåéíûå àâòîìîðôèçìû, ñîõðàíÿþùèå íà÷àëî êîîðäèíàò) ïà-
ðàìåòðèçóåòñÿ ÿäðîì ãîìîëîãè÷åñêîãî îïåðàòîðà, òî îíà, êàê âñÿêîå ëè-
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íåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé è îäíîñâÿçíîé (ïóíêò (a) òåî-
ðåìû). Ìû ïðèâîäèì çäåñü äîêàçàòåëüñòâî ïî äâóì ïðè÷èíàì. Ïåðâàÿ:
íà÷èíàÿ ñ ðàáîòû [7] ìåòîä ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè ðàáîòàåò â ãîðàç-
äî áîëåå øèðîêîì êîíòåêñòå. Âòîðàÿ: íàëè÷èå ÿâíî ñôîðìóëèðîâàííîãî
óòâåðæäåíèÿ - ýòî âîçìîæíîñòü äëÿ ññûëîê. Îñòàëüíîå ñîäåðæàíèå òåî-
ðåìû (ïóíêòû (b) è (c)) - ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Áèðàöèîíàëüíîñòü. ×òîáû ñäåëàòü ÿñíûì äîêàçàòåëüñòâî îáùåãî
óòâåðæäåíèÿ, ìû ïðåäïîøëåì åìó ðàçáîð îäíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ. À
èìåííî, ìû ðàññìîòðèì ïåðâûé òèï, âûõîäÿùèé çà ðàìêè êâàäðàòè÷-
íûõ ìîäåëåé m = {(2, k), (3, K)}. Ïðè ýòîì ìû íå áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåâûðîæäåííîé. Äëÿ âïîëíå íåâûðîæ-
äåííîãî ñëó÷àÿ êðàòíîñòü k äîëæíà áûòü ðàâíîé n2, ãäå n � ýòî CR-
ðàçìåðíîñòü. Â îáùåì æå ñëó÷àå ìû èìååì 1 ≤ k ≤ n2. Íåâûðîæäåííûå
ìîäåëüíûå ïîâåðõíîñòè óêàçàííîãî òèïà áûëè ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû â
[6] è ðåçóëüòàò î áèðàöèîíàëüíîñòè òàì áûë àíîíñèðîâàí.

Èòàê, ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Q Áëóì-Ãðýì-òèïà m = {(2, k), (3, K)}
� ýòî ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå Cn×Ck ×CK ñ êîîðäèíàòàìè (z, w =
u+ i v, W = U + i V ), çàäàííàÿ óðàâíåíèÿìè

v = Φ(z, z̄), V = 2 ReΨ(z, z, z̄), (1)

ãäå Φ è Ψ � âåêòîð-çíà÷íûå ôîðìû, ëèíåéíûå ïî êàæäîìó ñâîåìó àðãó-
ìåíòó. Â ýòîé ñèòóàöèè êîíå÷íîñòü òèïà ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî êîîðäèíà-
òû ýòèõ ôîðì ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ââåäåì âåñà ïåðåìåííûõ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: [z] = 1, [w] = 2, [W ] = 3. Ýòà ãðàäóèðîâêà åñòåñòâåííûì
îáðàçîì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà êîìïëåêñíûå è âåùåñòâåííûå ñòåïåííûå
ðÿäû. À ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîãî ñîãëàøåíèÿ

[
∂

∂ z
] = −1, [

∂

∂ w
] = −2, [

∂

∂ W
] = −3

è íà âåêòîðíûå ïîëÿ ñ àíàëèòè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîñëå ÷åãî
àëãåáðà Ëè èíôèíèòåçèìàëüíûõ ãîëîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ â îêðåñò-
íîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò autQ ñòàíîâèòñÿ ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðîé Ëè.
À åñëè Q � íåâûðîæäåíà, òî êîíå÷íîìåðíîé è êîíå÷íîãðàäóèðîâàííîé
àëãåáðîé âèäà

autQ = g−3 + g−2 + g−1 + g0 + g1 + · · ·+ gδ.
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Ýòà àëãåáðà îáðàçîâàíà âåêòîðíûìè ïîëÿìè âèäà

X = 2 Re

(
f(z, w,W )

∂

∂z
+ g(z, w,W )

∂

∂w
+ h(z, w,W )

∂

∂W

)
,

ãäå êîýôôèöèåíòû ïîëåé ãîëîìîðôíû â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò,
à ïîëÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ êàñàíèÿ, ò.å.

Im g = 2ReΦ(f, z̄), Imh = 2Re(2 Ψ(f, z, z̄) + Ψ(z, z, f̄)), (2)

ïðè w = u+ iΦ(z, z̄), W = U + 2 iRe(Ψ(z, z, z̄).
Òî ÷òî âñå gj ïðè j > δ ðàâíû íóëþ îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî êîýô-

ôèöèåíòû ïîëåé � ýòî ïîëèíîìû, ÷üè ñòåïåíè íå ïðåâûøàþò d = δ + 3.
ßñíî, ÷òî ïîëÿ âåñà (-2) è (-3) - ýòî ïîëÿ âèäà

X−3 = 2 Re(µ
∂

∂W
), X−2 = 2 Re(ν

∂

∂w
),

ãäå µ è ν � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå âåêòîðà èç RK è Rk. Ïîëå âåñà (-1)
- ýòî ïîëå ñ êîýôôèöèåíòàìè âåñîâ íîëü, îäèí è äâà ñîîòâåòñòâåííî, ò.å.

f = const = p ∈ Cn, g = a(z, p), h = α(z, z, p) + β(w, p).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè êîýôôèöèåíòû â óñëîâèå êàñàíèÿ, ïîëó÷àåì

f = p, g = 2 iΦ(z, p̄), h = 2 iΨ(z, z, p̄) + β(w, p),

ãäå β(w, p) � ýòî âåùåñòâåííàÿ ëèíåéíàÿ ôîðìà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ
èç ñîîòíîøåíèÿ

β(Φ(z, z̄), p) = 4 ReΨ(p, z, z̄). (3)

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî β ãàðàíòèðóåòñÿ
ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ Φ, à ðàçðåøèìîñòü ïðè ëþáîì
p � ýòî óñëîâèå, êîòîðîå ðàâíîñèëüíî ãîëîìîðôíîé îäíîðîäíîñòè Q.

Ïîäàëãåáðå g− = g−3+g−2+g−1 ñîîòâåòñòâóåò ïîäãðóïïà Ëè G−, ñîñòî-
ÿùàÿ èç òðåóãîëüíî-êâàäðàòè÷íûõ ñäâèãîâ. Ãîëîìîðôíàÿ îäíîðîäíîñòü
Q ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî G− äåéñòâóåò íà Q òðàíçèòèâíî, ÷òî ïîçâîëÿ-
åò îòîæäåñòâèòü ìîäåëüíóþ ïîâåðõíîñòü Q è ãðóïïó Ëè G− êàê CR-
ìíîãîîáðàçèÿ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè ëþáûõ Φ è Ψ êîìïîíåíòà g0 ñî-
äåðæèò ïîëå âèäà

X0 = 2 Re

(
z
∂

∂z
+ 2w

∂

∂w
+ 3W

∂

∂W

)
,
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Ïóñòü

χ = (z → F (z, w,W ), w → G(z, w,W ), W → H(z, w,W ))

� àâòîìîðôèçì Q. Çàìåíèâ χ íà åãî êîìïîçèöèþ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì
ïðåîáðàçîâàíèåì èç G−, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî χ îñòàâëÿåò íà÷àëî êîîðäè-
íàò íåïîäâèæíûì. Çäåñü ìû èñïîëüçóåì ãîëîìîðôíóþ îäíîðîäíîñòü Q.
Äèôôåðåíöèàë àâòîìîðôèçìà χ ïåðåâîäèò âåêòîðíûå ïîëÿ â îêðåñòíî-
ñòè íà÷àëà êîîðäèíàò èç autQ â âåêòîðíûå ïîëÿ èç autQ. Çàïèñûâàÿ,
÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ ñ êîîðäèíàòàìè (A,B,C) è (R, S, T ) ñâÿçàíû îòîá-
ðàæåíèåì χ, ïîëó÷àåì

Fz Fw FW

Gz Gw GW

Hz Hw HW


−1

·


A(F,G,H)

B(F,G,H)

C(F,G,H)

 =


R

S

T

 (4)

Ïóñòü (e1, . . . , en) � ñòàíäàðòíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Cn, (ν1, . . . , νk) �
ïðîñòðàíñòâà Rk, (µ1, . . . , µK) � ïðîñòðàíñòâà RK . Âûáèðàÿ ýòè çíà÷å-
íèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ ïîëÿ èç g−1, g−2, g−3 ìû ïîëó÷àåì
ïîëÿ, ïîðîæäàþùèå g− . Ïîäñòàâèì âñå ýòè ïîëÿ â (4) âìåñòî (A,B,C),
à ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò çàïèøåì â áëî÷íî-ìàòðè÷íîé ôîðìå. Èìååì

Fz Fw FW

Gz Gw GW

Hz Hw HW


−1

·


En 0 0

2iΦ(F,En) Ek 0

2iΨ(F, F,En) + β(G,En) 0 EK

 = P (5)

ãäå (En, Ek, EK) � åäèíè÷íûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ, P �
ìàòðèöà ðàçìåðà N × N , ñîñòàâëåííàÿ èç âåêòîðîâ (R, S, T ) � îáðàçîâ
âåêòîðîâ èç g−, ò.å. å¼ ýëåìåíòû � ýòî ïîëèíîìû, ñòåïåíè íå âûøå d. Â
ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (5) ýòà ìàòðèöà � íåâûðîæäåíà è ýëåìåíòû îáðàòíîé
ìàòðèöû M = P−1 � ýòî ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè, ñòåïåíè íå âûøå dN .
Ïóñòü

M = P−1 =


M1

1 M1
2 M1

3

M2
1 M2

2 M2
3

M3
1 M3

2 M3
3

 .
5



Çàïèøåì (5) â âèäå 
Fz Fw FW

Gz Gw GW

Hz Hw HW

 = (6)


En 0 0

2iΦ(F,En) Ek 0

2iΨ(F, F,En) + β(G,En) 0 EK

 ·

M1

1 M1
2 M1

3

M2
1 M2

2 M2
3

M3
1 M3

2 M3
3


Èç ïåðâîé áëîê-ñòðîêè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àåì

gradF = (Fz, Fw, FW ) = (M1
1 ,M

1
2 ,M

1
3 ),

ò.å. gradF � ðàöèîíàëåí, ñòåïåíè íå âûøå dN .
Ñòåïåíü ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè � ýòî ìàêñèìóì ñòåïåíåé ÷èñëèòå-

ëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Àíàëîãè÷íî è ñ âåñîì (âçâåøåííîé ñòåïåíüþ). Äëÿ
äàëüíåéøèõ ïîäñ÷åòîâ îòìåòèì, ÷òî ëþáûå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñ
äâóìÿ ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè ñòåïåíåé d1 è d2 äàþò ðàöèîíàëüíóþ
ôóíêöèþ, ÷üÿ ñòåïåíü íå ïðåâîñõîäèò d1 + d2.

Ëåììà 1: Ïóñòü degR1 = d1, degR2 = d2, òîãäà deg (R1 � R2) ≤
(d1 + d2), ãäå � � ëþáàÿ èç ÷åòûðåõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Òî æå
ñàìîå âåðíî è äëÿ âåñà ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè.

Ïîäñòàâèì â (5) â êà÷åñòâå (A,B,C) ïîëå X0, ïîëó÷àåì
F

2G

3H

 =


Fz Fw FW

Gz Gw GW

Hz Hw HW



R

S

T

 (7)

Ïåðâàÿ áëîê-êîîðäèíàòà ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ èìååò âèä F = Fz R+Fw S+
FW T , îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî F � ðàöèîíàëüíà, ñòåïåíè íå âûøå d (N+1).
Âîçâðàùàÿñü ê (6), èç âòîðîé áëîê-ñòðîêè ïîëó÷àåì

Gz = 2iΦ(F,En)M1
1 +M2

1 ,

Gw = 2iΦ(F,En)M1
2 +M2

2 ,

GW = 2iΦ(F,En)M1
3 +M2

3 .

6



Ñëåäîâàòåëüíî gradG � ðàöèîíàëåí, ñòåïåíè íå âûøå d (3N + 1). Òåïåðü
èç âòîðîé êîîðäèíàòû (7) ñëåäóåò, ÷òî G � ðàöèîíàëüíà, ñòåïåíè íå âûøå
d (3N + 2). Àíàëîãè÷íî èç òðåòüåé áëîê ñòðîêè (6) ïîëó÷àåì

Hz = (2iΨ(F, F,En) + β(G,En))M1
1 +M3

1 ,

Hw = (2iΨ(F, F,En) + β(G,En))M1
2 +M3

2 ,

HW = (2iΨ(F, F,En) + β(G,En))M1
3 +M3

3 .

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî gradH � ðàöèîíàëåí, ñòåïåíè íå âûøå d (7N + 6).
Òåïåðü èç òðåòüåé êîîðäèíàòû (7) ñëåäóåò, ÷òî H � ðàöèîíàëüíà, ñòåïåíè
íå âûøå 7 d (N + 1).

Èòàê, ëþáîé àâòîìîðôèçì χ, ñîõðàíÿþùèé íà÷àëî êîîðäèíàò � ýòî
ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå, ñòåïåíè íå âûøå 7 d (N + 1). Ïðîèçâîëüíûé
àâòîìîðôèçì Q èìååò âèä η(χ), ãäå η ∈ G− � êâàäðàòè÷íî-òðåóãîëüíîå
ïðåîáðàçîâàíèå. Ïîýòîìó èòîãîâàÿ îöåíêà ñòåïåíè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
àâòîìîðôèçìà � 14 d (N + 1).

Ëåììà 2: Ïóñòü Q ∈ CN � íåâûðîæäåííàÿ ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü.
Òîãäà êîýôôèöèåíòû âåêòîðíûõ ïîëåé, ñîñòàâëÿþùèõ autQ � ýòî ïîëè-
íîìû ñòåïåíè íå âûøå N3.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü Q � ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü CR-ðàçìåðíîñòè n
è êîðàçìåðíîñòè κ (N = n+ κ) è autQ = g−l + · · ·+ g0 + · · ·+ gδ, ò.å. δ -
ýòî ñòàðøèé âåñ. Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [5] íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî
àâòîìîðôèçì Q îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé n (κ+ 1)-ñòðóåé â òî÷êå.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî æå ñàìîå ìîæíî óòâåðæäàòü è î êîýôôèöèåíòàõ
ïîëåé èç autQ. Ïîñêîëüêó âìåñòå ñ ëþáûì âåêòîðíûì ïîëåì X àëãåá-
ðà autQ ñîäåðæèò êàæäóþ åãî ãðàäóèðîâàííóþ êîìïîíåíòó, òî îíà íå
ìîæåò ñîäåðæàòü âåñîâûõ êîìïîíåíò, ÷åé âåñ ïðåâîñõîäèò l n (κ+ 1), ò.å.
d ≤ δ ≤ l n (κ+ 1) ≤ nκ (κ+ 1) ≤ N3.

Â ÷àñòíîñòè, íàøå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ïîâåðõíîñòè Q
òèïà m = ((2, k), (3, K)) èìååì d ≤ 3n (k +K + 1).

Óòâåðæäåíèå 3 : Ïóñòü Q � íåâûðîæäåííàÿ ãîëîìîðôíî îäíîðîä-
íàÿ ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü CR-ðàçìåðíîñòè n Áëóì-Ãðýì-òèïà m =
((2, k), (3, K)), êîðàçìåðíîñòè k+K, òîãäà AutQ ñîñòîèò èç áèðàöèîíàëü-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà CN , ãäå N = n + k + K, ÷üÿ ñòåïåíü
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íå ïðåâîñõîäèò

D(n, k,K) ≤ 42n (k+K+1)(n+k+K+1) èëè D(N) ≤ 21

2
(N2−1)(N+3).

Ïóñòü òåïåðü Q � ýòî ïðîèçâîëüíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ãîëîìîðôíî îä-
íîðîäíàÿ ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü. Êàê áûëî ïîêàçàíî â [7] íàáîð âåñîâ
ïðè óñëîâèè îäíîðîäíîñòè � ýòî îòðåçîê íàòóðàëüíîãî ðÿäà (2, 3, . . . , l). Â
òàêîì ñëó÷àå êîîðäèíàòû îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà íàì áóäåò óäîáíî
îáîçíà÷èòü

(z, w2, w3, . . . , wl), z ∈ Cn, wj = uj + i vj ∈ Ckj .

Ïðè ýòîì âåñà ïåðåìåííûì íàçíà÷åíû òàê: [z] = [z̄] = 1, [wj] = [uj] =
j, j = 2, . . . , l. Ýòî ñîãëàøåíèå ââîäèò ãðàäóèðîâêó ñòåïåííûõ ðÿäîâ è
âåêòîðíûõ ïîëåé. Òåïåðü óðàâíåíèÿ Q ìîæíî çàïèñàòü òàê:

vj = Φj(z, z̄, u2, . . . , uj−1), j = 2, . . . , l (8)

ãäå âåùåñòâåííàÿ âåêòîð-çíà÷íàÿ ôîðìà Φj îäíîðîäíà âåñà j è çàïèñàíà
â ïðèâåäåííîé ôîðìå (ñì. [7]). Â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè àëãåáðà autQ =
g− + g0 + g+ êîíå÷íîìåðíà, êîíå÷íîãðàäóèðîâàíà è ñîñòîèò èç ïîëåé ñ
ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé ñòåïåíè.
Óñëîâèå ãîëîìîðôíîé îäíîðîäíîñòè Q ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî dim g− =
dimQ. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñòðîåíèå ïîäàëãåáðû g− = g−l + g−l+1 +
· · ·+ g−2 + g−1. Îíà ñîñòîèò èç ïîëåé âèäà

X = 2 Re

(
f(z, w2, . . . , wl)

∂

∂z
+ g2(z, w2, . . . , wl)

∂

∂w2

+ · · ·+ gl(z, w2, . . . , wl)
∂

∂wl

)
,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ êàñàíèÿ, à èìåííî

Im gj = dΦj(z, z̄, u2, . . . , uj−1)(f, f̄ ,Re( g2), . . . ,Re( gl)),

ïðè wj = uj + iΦj(z, z̄, u2, . . . , uj−1), j = 2, . . . , l.

Èëè ïðîñòî â êîîðäèíàòàõ X = (f(z, w), g2(z, w), . . . , gl(x,w)). Åñëè Xj ∈
gj, òî ïèøåì

Xj = (fj(z, w), g2,j(z, w), . . . , gl,j(z, w)).
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Ïðè ýòîì [fj] = j+ 1, [gν,j] = ν+ j, à ñòåïåíè, ñîîòâåòñòâåííî, íå ïðåâîñ-
õîäÿò âåñîâ. Äëÿ âñåõ −l ≤ j ≤ −2

fj(z, w) = gj,2(z, w) = · · · = gj,−j−1(z, w) = 0,

gj,−j(z, w) = βj ∈ Rkj , gj,ν(z, w) = gj,ν(z, w, βj), −j + 1 ≤ ν ≤ l

Ãäå gj,ν(z, w, βj) � ýòî ïîëèíîì ïî (z, w) âåñà j + ν, ëèíåéíûé ïî βj. Ñî-
îòâåòñòâåííî äëÿ j = −1 èìååì

f−1 = p ∈ Cn, g−1,ν(z, w) = g−1,ν(z, w, p), 2 ≤ ν ≤ l

Ãäå g−1,ν(z, w, p) � ýòî ïîëèíîì ïî (z, w) âåñà ν − 1, âåùåñòâåííî ëèíåé-
íûé ïî p. Òî ÷òî óñëîâèÿ êàñàíèÿ îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû îòíîñèòåëüíî
gj,ν(z, w, βj) ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì βj è îòíîñèòåëüíî g−1,ν(z, w, p)
ïðè ôèêñèðîâàííîì p � ýòî ïðÿìîå ñëåäñòâèå ãîëîìîðôíîé îäíîðîäíî-
ñòè Q. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè ëþáûõ Φj êîìïîíåíòà g0 ñîäåðæèò ïîëå
âèäà

X0 = 2 Re

(
z
∂

∂z
+ 2w2

∂

∂w2

+ · · ·+ l wl
∂

∂wl

)
(9)

Ïåðåõîäÿ ê äîêàçàòåëüñòâó áèðàöèîíàëüíîñòè, îòìåòèì, ÷òî ìû ñëå-
äóåì òîé æå ñõåìå Êàóïà-Òóìàíîâà, êîòîðàÿ áûëà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà
âûøå. Ïóñòü

χ = (z → F (z, w2, . . . , wl), wj → Gj(z, w2, . . . , wl)), j = 2, . . . , l

� àâòîìîðôèçì Q. Çàìåíèâ χ íà åãî êîìïîçèöèþ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ïðå-
îáðàçîâàíèåì èç G−, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî χ îñòàâëÿåò íà÷àëî êîîðäèíàò
íåïîäâèæíûì. Äèôôåðåíöèàë àâòîìîðôèçìà χ ïåðåâîäèò ëþáûå âåê-
òîðíûå ïîëÿ â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò èç autQ â âåêòîðíûå ïîëÿ
èç autQ . Çàïèñûâàÿ, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ ñ êîîðäèíàòàìè (A,B2, . . . , Bl)
è (R, S2, . . . , Sl) ñâÿçàíû îòîáðàæåíèåì χ, ïîëó÷àåì


Fz Fw2 . . . Fwl

G2
z G2

w2
. . . G2

wl

. . . . . . . . . . . .

Gl
z Gl

w2
. . . Gl

wl


−1

·



A(F,G2, . . . , Gl)

B2(F,G
2, . . . , Gl)

. . .

Bl(F,G
2, . . . , Gl)


=


R

S2

. . .

Sl

 (10)
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Ïðè ýòîì, êàê è ðàíüøå, ìû ïîëüçóåìñÿ áëî÷íî-ìàòðè÷íîé àðèôìåòè-
êîé, ò.å. êâàäðàòíóþ ìàòðèöó ðàçìåðîì N ×N ìû çàïèñûâàåì êàê áëî÷-
íóþ l × l ìàòðèöó.

Ïóñòü e = (e1, . . . , en) � ñòàíäàðòíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Cn è ïóñòü
νj = (νj1, . . . , ν

j
kj

) � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Rkj . Âûáèðàÿ ýëåìåíòû e â êà÷å-

ñòâå çíà÷åíèé äëÿ ïàðàìåòðîâ, îïðåäåäÿþùèõ ïîëÿ èç g−1 à νj � ïîëÿ
èç g−j, ìû ïîëó÷àåì ïîëÿ, ïîðîæäàþùèå âñþ ïîäàëãåáðó g− . Ðàñïî-
ëàãàÿ âñå òàêèå ïîëÿ â âèäå ñòîëáöîâ áëî÷íîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû T ,
ïîëó÷àåì

En 0 0 . . . 0

g−1,2(F,En) Ek2 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . 0

g−1,l−1(F,G
2, . . . , En) g−2,l−1(F,G

2, . . . , Ek2) . . . Ekl−1
0

g−1,l(F,G
2, . . . , Gl−1, En) g−2,l(F,G

2, . . . , Ek2) g−3,l(F,G
2, . . . , Ek3) . . . Ekl


Îáîçíà÷èì áëîê-ýëåìåíò ìàòðèöû M , ñòîÿùèé íà ïðåñå÷åíèè i-é áëîê-
ñòðîêè è j-ãî áëîê ñòîëáöà ÷åðåç M i

j , ò.å.

M = P−1 =


M1

1 M1
2 . . . M1

l

M2
1 M2

2 . . . M2
l

. . . . . . . . . . . .

M l
1 M l

2 . . . M l
l

 .

Òåïåðü ïîëó÷åííûå èç (10) ñîîòíîøåíèÿ çàïèøåì â âèäå îäíîãî ìàòðè÷-
íîãî ðàâåíñòâà

J = T · P−1 = T ·M (11)

Ãäå J � ÿêîáèåâà ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ χ, à P � ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç
ïîëåé âèäà (R, S2, . . . , Sl) � îáðàçîâ áàçèñíûõ ïîëåé èç g−1. Åñëè ÷èñëî d
îöåíèâàåò ñâåðõó ñòåïåíè ïîëåé èç autQ, òî ýëåìåíòû ìàòðèöûM = P−1

� ýòî ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè, ÷üè ñòåïåíè íå ïðåâîñõîäÿò N d.
Çàïèñûâàÿ ïåðâóþ áëîê-ñòðîêó ñîîòíîøåíèÿ (11), ïîëó÷àåì

gradF = (Fz, Fw2 , . . . , Fwl) = (M1
1 ,M

1
2 , . . . ,M

1
l ), (12)
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ò.å. gradF � ðàöèîíàëåí, ñòåïåíè íå âûøå dN . Ïîäñòàâèì, äàëåå, â (10)
â êà÷åñòâå (A,B2, . . . , Bl) ïîëå X0 ∈ g0 (ñì.(9)), ïîëó÷àåì

F

2G2

. . .

l Gl

 =


Fz Fw2 . . . Fwl

G2
z G2

w2
. . . G2

wl

. . . . . . . . . . . .

Gl
z Gl

w2
. . . Gl

wl




R

S2

. . .

Sl

 (13)

Çàïèñûâàÿ ïåðâóþ áëîê-êîîðäèíàòó (13), èç (12) ïîëó÷àåì F = Fz R +
Fw2 S2+· · ·+Fwl Sl. Ïîñêîëüêó l ≤ K ≤ N , òî ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî degF ≤
2 dN2.

Òåïåðü, çàïèñûâàÿ âòîðóþ áëîê-ñòðîêó (11), ïîëó÷àåì

G2
z = g−1,2(F,En)M1

1 +M2
1 ,

G2
w2

= g−1,2(F,En)M1
2 +M2

2 ,

. . .

G2
wl

= g−1,2(F,En)M1
l +M2

l .

Ñëåäîâàòåëüíî gradG2 � ðàöèîíàëåí, ñòåïåíè íå âûøå d (2N2 + 2N).
Òîãäà èç âòîðîé êîîðäèíàòû (13) ñëåäóåò, ÷òî G2 � ðàöèîíàëüíà, ñòåïåíè
íå âûøå d (2N2 + 2N + 1)N .

Îöåíêà ñòåïåíèG2 ïðèâåäåíà çäåñü äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ. Îíà âêëþ-
÷àåòñÿ â îáùåå ðåêóððåíòíîå ðàññóæäåíèå, ïðèâåäåííîå íèæå.

Èòàê, òåïåðü ìû ãîòîâû îïèñàòü îáùèé (j+1)-é ýòàï ýòîãî ïðîöåññà �
îöåíêó ñòåïåíè Gj+1. Ïðè ýòîì ìû áóäåì äàâàòü âåðõíþþ îöåíêó ñòåïå-
íè, çàâèñÿùóþ òîëüêî îò N ≥ 2, ïðè÷åì íå ïðåòåíäóþùóþ íà òî÷íîñòü.
Ýòîò ýòàï, êàê ìû âèäåëè ñîñòîèò èç äâóõ øàãîâ: îöåíêà ñòåïåíè ãðà-
äèåíòà Gj+1, îñíîâàííàÿ íà ñîîòíîøåíèè (11), è îöåíêà ñòåïåíè ñàìîé
êîìïîíåíòû Gj+1, îñíîâàííàÿ íà ñîîòíîøåíèè (13).

Èòàê, ïóñòü d1 � ýòî ïîëó÷åííàÿ íàìè îöåíêà ñòåïåíè F , ò.å. d1 =
d σ1 = 2 dN2 è ïóñòü íà j-ì ýòàïå ïîëó÷åíà âåëè÷èíà dj = d σj � îöåíêà
ñòåïåíè Gj. Ðàññìîòðèì (j+1)-þ áëîê-ñòðîêó ñîîòíîøåíèÿ (11). Â ëåâîé
÷àñòè òàêîãî ñîîòíîøåíèÿ ñòîèò gradGj+1, â ïðàâîé åãî ÷àñòè � âûðàæå-
íèå â âèäå ñóììû, ãäå ÷èñëî ñëàãàåìûõ íå ïðåâîñõîäèò l ≤ K ≤ N . Ïðè
ýòîì êàæäîå ñëàãàåìîå èìååò âèä ïðîèçâåäåíèÿ gν,j+1(F,G

2, . . . , Ek−ν )
è íåêîòîðîãî áëîê-ýëåìåíòà ìàòðèöû M . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñòåïåíè gν,j+1
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ìåíüøå l, à ñòåïåíè ýëåìåíòîâ M íå âûøå dN , ìû ìîæåì óòâåðæäàòü,
÷òî ñòåïåíü gradGj+1 íå ïðåâîñõîäèò d (l σj + N) l. Äàëåå, âûïèñûâàÿ
(j+ 1)-þ áëîê-êîîðäèíàòó (13), ïîëó÷àåì, ÷òî Gj+1 � ýòî ñóììà äëèíû l,
ãäå ñòåïåíè ñëàãàåìûõ íå ïðåâîñõîäÿò d (l σj + N) l + d, îòêóäà ñëåäóåò,
÷òî d σj+1 ≤ d l ((l σj +N) l + 1). Òàêèì îáðàçîì

σj+1 ≤ l ((l σj +N) l + 1) ≤ N3 (σj + 2) ≤ 2N3 σj.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî σ1 = 2N2 ≤ 2N3, è òî, ÷òî äëèíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(σ1, σ2, . . . ) íå ïðåâîñõîäèò N , ïîëó÷àåì, ÷òî âñå ñòåïåíè íå ïðåâîñõîäÿò
d (2N3)N . Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 2 èìååì d ≤ N3. Ïîýòîìó âåëè÷è-
íà N3 (2N3)N äà¼ò îöåíêó äëÿ ñòåïåíè àâòîìîðôèçìà χ. Òåïåðü ñëåäó-
åò âñïîìíèòü, ÷òî ïðîèçâîëüíûé àâòîìîðôèçì Q ìîæíî ïîëó÷èòü èç χ
êîìïîçèöèåé ñ òðåóãîëüíî ïîëèíîìèàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì èç G−, ÷üÿ
ñòåïåíü íå ïðåâîñõîäèò l − 1 ≤ N . Â èòîãå ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 4: Ãðóïïà AutQ ãîëîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ ïðîèçâîëü-
íîé íåâûðîæäåííîé ãîëîìîðôíî îäíîðîäíîé ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòèQ ⊂
CN ñîñòîèò èç áèãîëîìîðôíûõ ïðåîáðàçîâàíèé CN , ÷üÿ ìàêñèìàëüíàÿ
ñòåïåíü íå ïðåâîñõîäèò

D(N) ≤ N4 2N (NN)3.

Â òåîðåìå 4 èìååòñÿ äâà óñëîâèÿ: íåâûðîæäåííîñòü è ãîëîìîðôíàÿ
îäíîðîäíîñòü. Ïðè ýòîì óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàñ-
ïàäàåòñÿ íà äâà óñëîâèÿ: êîíå÷íîñòü òèïà è ãîëîìîðôíóþ íåâûðîæäåí-
íîñòü. Åñëè Q - ýòî ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, ÷åé òèï ïî Áëóìó-Ãðýìó �
áåñêîíå÷åí, òî îíà ìîæåò áûòü çàäàíà â âèäå (8), ãäå ñðåäè êîîðäèíàò
êàêîé-ëèáî âçâåøåííî-îäíîðîäíîé ôîðìû Φj ñòîèò òîæäåñòâåííûé íîëü.
Òîãäà ïîäâåðãàÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ êîîðäèíàòó ãðóïïû w ïðîèçâîëüíîìó
âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ (îñòàëüíûå êîîðäèíàòû �
íà ìåñòå), ïîëó÷àåì àâòîìîðôèçì Q. Ò.å. â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå î
áèðàöèîíàëüíîñòè � íåâåðíî. Îíî òàêæå ñòàíîâèòñÿ íåâåðíûì, åñëè íà-
ðóøåíî âòîðîå óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè - ãîëîìîðôíàÿ íåâûðîæäåí-
íîñòü. Ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå â àëãåáðå autQ èìåþòñÿ íå ïîëèíîìèàëüíûå
ïîëÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò áèðàöèîíàëüíîñòè AutQ.

Ïîêàæåì, ÷òî ãîëîìîðôíàÿ îäíîðîäíîñòü òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäè-
ìûì óñëîâèåì. Ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð áûë ðàññìîòðåí â [8].
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Ïðèìåð 5: Ðàññìîòðèì ìîäåëüíóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü ïðîñòðàíñòâà
C2 âèäà Q = {v = |z|4}. Ýòà ãèïåðïîâåðõíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíî
îäíîðîäíîé. Å¼ Áëóì-Ãðýì-òèï ìåíÿåòñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå. Ïóñòü ξ =
(a, b) ∈ Q è m(ξ) - òèï â òî÷êå ξ, òîãäà

m((a, b)) = (4), åñëè a = 0

m((a, b)) = (2), åñëè a 6= 0

Ïðè ýòîì autQ ñîäåðæèò ïîëå

X = Re

(
w z

∂

∂ z
+ 2w2 ∂

∂ w

)
.

Ýòîìó ïîëþ ñîîòâåòñòâóåò 1-ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà AutQ ïðåîáðà-
çîâàíèé âèäà

z → z√
1− 2 t w

, w → w

1− 2 t w
,

êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè.

Ìîäåëüíûå ïîâåðõíîñòè, î÷åâèäíî, ïîïàäàþò â êëàññ âåùåñòâåííî àë-
ãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Ïîýòîìó ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî àâòîìîð-
ôèçìû ëþáîé íåâûðîæäåííîé ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè, íå çàâèñèìî îò
ãîëîìîðôíîé îäíîðîäíîñòè, ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè (ñì. [9], òåîðåìà
13.1.4.).

Ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ íåâûðîæäåííûõ îäíîðîäíûõ ìîäåëüíûõ ïî-
âåðõíîñòåé äåìîíñòðèðóþò ïðèìåðû ïîäãðóïï ãðóïïû áèðàöèîíàëüíûõ
àâòîìîðôèçìîâ êîìïëåêñíîãî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà ñ óñëîâèåì ðàâ-
íîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ñòåïåíåé. Òàêèå ãðóïïû ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ
íå çàâèñèìî îò CR-ãåîìåòðèè. Â ðàáîòå [10] ïðèâîäèòñÿ êðàñèâàÿ êîí-
ñòðóêöèÿ ïîçâîëÿþùàÿ ñòðîèòü òàêèå ãðóïïû (ñì.òåîðåìó 3). Ê ñîæà-
ëåíèþ, îíà íå ïðèìåíèìà â íàøåé ñèòóàöèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò
çàïðîñ íà íåêóþ, áîëåå îáùóþ êîíñòðóêöèþ, êîòîðàÿ ìîãëà áû âêëþ÷èòü
è ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ìîäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé.

Ê âîïðîñó îá îöåíêå ñòåïåíè ìîæíî ïîäîéòè áîëåå äèôôåðåíöèðîâàí-
íî. Íàïðèìåð, ìîæíî ðàññìîòðåòü âåëè÷èíó D(m), êîòîðàÿ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ìàêñèìóì ñòåïåíåé àâòîìîðôèçìîâ ïî âñåì ìîäåëüíûì ïî-
âåðõíîñòÿì ôèêñèðîâàííîãî êîíå÷íîãî Áëóì-Ãðýì-òèïà m. Èç òåîðåìû
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4 ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ýòà âåëè÷èíà êîíå÷íà. Äàëåå, ìîæíî, ïî êðàéíåé ìå-
ðå, â ïðîñòåéøèõ ñèòóàöèÿõ, ñòàâèòü âîïðîñ î òî÷íûõ çíà÷åíèÿõ D(m).
Íàïðèìåð, åñëè ðå÷ü èäåò î ìîäåëüíûõ ãèïåðêâàäðèêàõ (m = (2)), òî
D((2)) = 1. Åñëè æå ýòî êâàäðàòè÷íûå ìîäåëüíûå ïîâåðõíîñòè áîëåå
âûñîêîé êîðàçìåðíîñòè k > 1 (êâàäðèêè), ò.å. m = (2, ..., 2) = (2, k), òî
D((2, k)) ≥ k. Ïðèìåðû êâàäðèê ñ àâòîìîðôèçìàìè, ÷üÿ ñòåïåíü áîëüøå
êîðàçìåðíîñòè, íàì íå èçâåñòíû.

Î òîïîëîãè÷åñêîì ñòðîåíèè ãðóïïû AutQ0. Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî
â îòëè÷èå îò èññëåäîâàíèÿ âîïðîñà î áèðàöèîíàëüíîñòè â ïðåäûäóùåì
ðàçäåëå, â ýòîì ðàçäåëå ãîëîìîðôíàÿ îäíîðîäíîñòü Q ïðåäïîëàãàòüñÿ íå
áóäåò.

Êàê áûëî ïîêàçàíî â [7], åñëè Mξ - ðîñòîê íåâûðîæäåííîé âåùå-

ñòâåííî àëãåáðàè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, òî AutMξ ñîñòîèò èç àëãåáðàè÷å-
ñêèõ îòîáðàæåíèé, ãîëîìîðôíûõ â îêðåñòíîñòè ξ (ñì. [10]) è îáëàäàåò
ñòðóêòóðîé ãðóïïû Ëè ([9], òåîðåìà 12.7.18). Â ÷àñòíîñòè, ýòîò ðåçóëüòàò
ïðèìåíèì ê ëþáîé íåâûðîæäåííîé ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè Q.

Èòàê, ïóñòü Q - íåâûðîæäåííàÿ ìîäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü. Ââåäåì â
ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå îáúåêòû:
g− - ïîäàëãåáðà autQ ñîñòîÿùàÿ èç ïîëåé îòðèöàòåëüíîãî âåñà, G− - ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ g− ñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè;
g0 - ïîäàëãåáðà autQ, ñîñòîÿùàÿ èç ïîëåé âåñà íîëü , G0 - ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ g0 ñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè;
g+ - ïîäàëãåáðà autQ, ñîñòîÿùàÿ èç ïîëåé ïîëîæèòåëüíîãî âåñà , G+ -
ñîîòâåòñòâóþùàÿ g+ ñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè;
St - ñòàáèëèçàòîð íà÷àëà êîîðäèíàò â AutQ0

G− - ýòî ïîäãðóïïà òðåóãîëüíî ïîëèíîìèàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ Q,
îïèñàííàÿ â [7].
G0 - ýòî ïîäãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ Q, îïèñàííàÿ â [7], ò.÷. äåéñòâèå íà
êîîðäèíàòó z èìååò âèä (z → C z), ãäå C - íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå
ïðåîáðàçîâàíèå.
G+ - ýòî ïîäãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ Q âèäà (z → z + o(1), wj → wj +
o(mj)), j = 1, ..., l.

Óòâåðæäåíèå 6: (a) Ëþáîé àâòîìîðôèçì Q ïðåäñòàâèì â âèäå τ ◦σ,
ãäå σ ∈ St, τ ∈ G−. Ïðè ýòîì σ è τ îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî è èìååò ìåñòî
ïîëóïðÿìîå ðàçëîæåíèå AutQ = G− n St.
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(b) Ëþáîé àâòîìîðôèçìQ èç St ïðåäñòàâèì â âèäå L◦N , ãäå L ∈ G0, N ∈
G+. Ïðè ýòîì L è N îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî è èìååò ìåñòî ïîëóïðÿìîå
ðàçëîæåíèå St = G0 n G+.
(c) Ãðóïïà G0 êâàçèëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (z → C z, wj → ρj(w)), j =
1, ..., l, èìååò òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå âèäà (z → C z, wj → ρj(w)) → (z →
C z) â GL(n,C) è èçîìîðôíà âåùåñòâåííîé ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé
ãðóïïå.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàçëîæåíèÿ èç (a) è (b) îáñóæäàëèñü â [7]. Óòâåðæäå-
íèÿ î ïîëóïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Òî÷íîñòü
ïðåäñòàâëåíèÿ èç (c) - ýòî Òåîðåìà 5, ï.(f) [7]. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Òåîðåìà 7: (a) G+ = G+, â ÷àñòíîñòè ãðóïïà Ëè G+ - ñâÿçíà è îäíî-
ñâÿçíà;
(b) Ãðóïïà Ëè G0 èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè;
(ñ) G− = G−, â ÷àñòíîñòè ãðóïïà Ëè G− - ñâÿçíà .
Äîêàçàòåëüñòâî: Ðåêóððåíòíûé ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíò G+, îïè-
ñàííûé â [7] (êîíñòðóêöèÿ Ïóàíêàðå) ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü
ýëåìåíò G+ ïî ïàðàìåòðàì, ñîäåðæàùèìñÿ â ÿäðå ãîìîëîãè÷åñêîãî îïå-
ðàòîðà. Ñîâîêóïíîñòü ýòèõ ïàðàìåòðîâ - ýòî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Âñå
ïàðàìåòðû, ïðèíàäëåæàùèå ÿäðó ãîìîëîãè÷åñêîãî îïåðàòîðà, ðåàëèçó-
þòñÿ ýëåìåíòàìè G+. Ïóíêò (à) - äîêàçàí.
Â ñèëó ï.(ñ) óòâåðæäåíèÿ 6 ãðóïïà G0 èçîìîðôíà âåùåñòâåííîé ëèíåé-
íîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïå. Ïóíêò (b) - äîêàçàí.
Ãðóïïà G− ñîñòîèò èç ïðåîáðàçîâàíèé Sξ, êîòîðûå îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëÿþòñÿ âûáîðîì òî÷êè ξ = (a, b1, ..., bl) òîãî æå Áëóì-Ãðýì-òèïà, ÷òî è
íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ Sξ îïèñàí â [7] (ñì. äîêàçàòåëü-
ñòâî òåîðåìû 17). Ïî ñóùåñòâó ýòî ïîñòðîåíèå - ýòî ïðîöåññ ïðèâåäåíèÿ
ïîâåðõíîñòè ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå â òî÷êå ξ. Â êîîðäèíàòàõ ñâÿçàííûõ
ñ òî÷êîé ξ êàæäàÿ êîîðäèíàòíàÿ ôîðìà èìååò âèä ñóììû âåñîâûõ êîì-
ïîíåíò. Ñòàðøàÿ êîìïîíåíòà ñîâïàäàåò ñ ôîðìîé â íà÷àëå êîîðäèíàò,
à ìëàäøèå çàâèñÿò îò òî÷êè ξ. Òî, ÷òî òî÷êà ξ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé òîãî
æå òèïà, êàê è íà÷àëî êîîðäèíàò îçíà÷àåò, ÷òî â ïðîöåññå ïðèâåäåíèÿ
âñå êîìïîíåíòû ìëàäøèõ âåñîâ ðåäóöèðóþòñÿ ê íóëþ. Ïðè ýòîì èç ïî-
ñòðîåíèÿ âèäíî, ÷òî êîìïîíåíòà êàæäîãî âåñà ðåäóöèðóåòñÿ îòäåëüíî.
Ïîýòîìó ïðåîáðàçîâàíèå a→ t a, bj → tmj bj, t > 0, ïåðåâîäèò ξ â òî÷êó
òîãî æå Áëóì-Ãðýì-òèïà. Óñòðåìëÿÿ t ê íóëþ ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî
òî÷åê, èìåþùèõ òîò æå òèï, ÷òî è íà÷àëî êîîðäèíàò - ñâÿçíî. Èç ýòîãî
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ñëåäóåò ñòÿãèâàåìîñòü è, â ÷àñòíîñòè, ñâÿçíîñòü G−. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 8: Ãðóïïà AutQ0 ñòÿãèâàåìà íà G0, ïîýòîìó ÷èñëî êîì-
ïîíåíò ñâÿçíîñòè è âñå ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû ó íèõ ñîâïàäàþò.

Ïðèìåð 9: Ïðîñòåéøèé ïðèìåð ìîäåëüíîé ïîâåðõíîñòè ñ íåñâÿç-
íîé G0 - ýòî ãèïåðêâàäðèêà â C3 ñî çíàêîíåîïðåäåëåííîé ôîðìîé Ëåâè
{Imw = |z1|2 − |z2|2}. Â ýòîì ïðèìåðå G0 èìååò äâå êîìïîíåíòû.
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