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СЕРИЯ 
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
Том 43г№2,1979 

УДК 517.5 

В. К. БЕЛОШАПКА 

О РАЗМЕРНОСТИ ГРУППЫ АВТОМОРФИЗМОВ 
АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГИПЕРПОВЕРХНОСТИ 

Введение 

Данная работа посвящена изучению групп автоморфизмов вещест
венно аналитических гиперповерхностей. Э. Картаном (*) было замече
но, что из результатов Тресси (2) следует, что как только группа авто
морфизмов вещественной гиперповерхности пространства С2 содержит 
более чем трехпараметрическое семейство, то она зависит от восьми 
вещественных параметров. Используя теорему Мозера о приведении ги
перповерхности к нормальной форме (3), мы получили в этом направле
нии следующие результаты. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть М — невырожденная вещественно аналитическая 
гиперповерхность пространства Сп, точка 1^М и Gl — группа стабиль
ности точки | , т. е. Gi состоит из автоморфизмов Му оставляющих точ
ку | неподвижной. Тогда вещественная размерность Gs не может быть 
равной п2. 

Из теоремы Мозера следует, что эта размерность не выше чем (п2+1). 
ТЕОРЕМА 2. Пусть М — невырожденная вещественно аналитическая 

гиперповерхность пространства С2 и igeAf. Тогда как только diiriR G S >1 , 
то гиперповерхность М сферическая и, следовательно, diniR G s =5. 

Теорема 2 дает полное описание размерностей групп стабильности 
вещественно аналитических гиперповерхностей пространства С2. Теоре
ма Мозера оставляет следующие возможности для размерностей таких 
групп: 0, 1, 2, 3, 4 и 5. Размерность 5 реализуется для гиперквадрики 

S = {(г, и + to) €= С2: v = | г |2}. 

Размерности 4, 3 и 2 запрещаются теоремой 2. Размерность 1 реализу
ется для гиперповерхности • 

{(г, и + ш)е= С2: v = | z | 2 + | г | 8}. 

Нулевая размерность — это общий случай (см. теорему 3). 
В первоначальном варианте этой статьи теорема 2 оставляла неза-

прещенной размерность 2. А. В. Лобода заметил, что для реализации 
размерности 2 необходимо, чтобы параметр X обладал свободой, но это 
означает, что многочлен Не имеет весьма специальный вид, который не 
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допускает никакой свободы для параметра а (см. § 3, стр. 264). Автор 
благодарен ему за это важное замечание. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть М — невырожденная вещественно аналитическая 
гиперповерхность пространства С2 и {стп (п)} — коэффициенты ее нор
мальной формы в окрестности некоторой точки ̂ М . Тогда если точка 
g неомбилическая, т. е. Сы(0)Ф0, то G% состоит не более чем из двух 
преобразований. 

Если же добавить условие 

\^42 '^25 + ^^24* ^43 ) |«=0=7П^> 

то можно утверждать, что группа вг не содержит преобразований, от
личных от тождественного. 

Из аналогичных ранее известных результатов следует отметить ре
зультат Бернса, Шнайдера и Уэлсса (4). Они показали, что в простран
стве функций, определяющих строго псевдовыпуклые области, множест
во функций, определяющих области без автоморфизмов, является мно
жеством второй категории Бэра. 

Автор приносит глубокую благодарность своему научному руководи
телю А. Г. Витушкину. 

§ 1. Изучение младших компонент отображения 

Рассмотрим в комплексном линейном пространстве Сп+1(п^\) с ко
ординатными функциями г1, . . . , гп, w = u + iv вещественно аналитиче
скую гиперповерхность М. Пусть р — ее определяющая функция, т. е. 
р — вещественнозначная вещественно аналитическая функция в неко
торой области VczCn+1, такая, что 

M=\{^V}P(l)=0}9 

причем gradpV=0 в точках М. Пусть, далее, O^V и р(0) = 0 , т. е. гипер
поверхность М содержит начало координат. Равенство р(£) = 0 в окрест
ности точки 0 можно разрешить относительно одной из вещественных 
координат и, после некоторой линейной замены, уравнение М примет вид 

0 = F(z, £;и), (1) 

где 2 = (г 1 , . . . ,:zn),:f — вещественнозначная вещественно аналитический 
функция и dF | о = 0. 

Относительно гиперповерхности М делаем следующее предположе
ние. Ее форма Л еви в точке 0 

п - -)2р 
(г,г>== у АазЛг, где ha& = — — , 

невырождена, т. е. det (&„„) =7̂ =0. 
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Введем в пространстве сходящихся степенных рядов от переменных 
z,z и и следующее разложение: 

G(z, г\ и) = ^}Gki{zi г\ u)y 
k,i 

где ряд Gki таков, что 

Gkifaz, t2z; и) = fit[Gki(z, z\ и) 

для всех комплексных чисел ti и t2. Это разложение мы будем называть 
б-разложением, a GM — (k, I) б-компонентой G. 

Пусть % — пространство сходящихся вещественных степенных рядов 
от г, z и и без постоянных и линейных членов, подпространство 9J состо
ит из рядов вида 

R = 2 Rkl +Гп < * • ^ + ( r i ° + roi) (?>г)2 + г°° (?> ^/3> 
min(£,/)<i 

а подпространство !й определим так: 

» == {# е= 31: #*/ = 0, если min(fe, /) <С 1, trN22 - tr2iV32 = tr3iV33 = 0}. 

Операция tr — это линейный оператор в пространстве §, переводящий 
ряды типа (k, I) в ряды типа (k—1, /—1) (определение этой операции 
см. (3), стр. 232). Сформулируем необходимые нам свойства оператора 
tr в виде следующей леммы. 

ЛЕММА 1 (см. (3), стр. 233). а) » = Я©91, т. е. всякий ряд / f eS одно
значно представим в виде F=iR + N, где R^dl, N^fH. 

b) Это разложение инвариантно относительно линейных преобразо
ваний, сохраняющих форму <г, г). В частности, если N(z,z)^.'& и 
<UeESU(n), то N(*Uz, ОД-€=Я. 

c) Подпространство 91 является идеалом в §. 
Отметим также, что для п=\ условия trN22 = tv2N32 = tr3N33 = 0 озна

чают, что N22 = N32 — N33>=0. 
Осуществляя голоморфные замены координат в окрестности точки 0, 

сохраняющие вид уравнения (1), можно менять функцию F. Сформули
руем основной результат работы Мозера. 

ЛЕММА 2 (см. (3), стр. 234, теорема 2.2). Уравнение гиперповерх
ности М голоморфной заменой координат можно преобразовать к виду 

v = (z,z) + N (z, z\ и), где N е= 3J. (2) 

Такая замена называется приведением М к нормальной форме. 
Итак, пусть гиперповерхность М приведена к нормальной форме и 

(2) — ее уравнение. Пусть, далее, h — автоморфизм этой гиперповерх
ности, оставляющий неподвижным начало координат, т. е. h : V-*Cn'+i — 
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голоморфное отображение такое, что 

det^lo^O, (3) 

М0)=0, (4) 

h(M)f)Vc=M. (5) 

Первые п координатных функций h обозначим через f, последнюю — 
через g", т. е. 

Ч)-
Тогда из (5) следует тождество: 

Img(г, и+ i((z, z) + N)) = 
= (f (z, и + i «2, 2) + N)), f(z,u + i «г, z) + #))> + 

+[N (f (z, и + i «г, г) + N)), f(z,u + i ((z, z) + N)), Reg(z, u + i((z,z}+ N))). 
(6) 

Это тождество есть аналитическая запись того факта, что как только 
аргумент в отображении h удовлетворяет уравнению (2), значения этого 
отображения удовлетворяют тому же уравнению. Чтобы сделать воз
можным вычисления, связанные с этим тождеством, введем в простран
стве % следующее разложение: 

F{z, z; u) = ^Fk(zyz; и), 
к 

где 

Fk(tz,tz;t*u)=tkFk(z,z) и) 

для всех комплексных чисел t. Это разложение мы назовем е-разложе-
нием. Аналогичное разложение введем в пространстве сходящихся сте
пенных рядов от z и w: 

g{z,w) = 42}gk(z,w), 
k 

где многочлен gk таков, что 

gk{tz, t2w)=tkgk(z, w) 

для всех комплексных чисел t. 
Уравнение (2) запишем так: 

v = (z, *) + y^Hk{z, z; и), 
k 
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где Hh — &-ая е-компонента ряда N. Из условия N^$1 следует, что пер
вой ненулевой компонентой N может быть только Нк=Ы22(г, z), а при 
п=\ только Я6. Запишем в этих обозначениях тождество (6): 

Re ig(z, и 4- i((z, z) + Я4 + .. .)) + 
+ </(*, и + *((г, г ) + Я 4 + .. .)), f(z,u + i((2,z) + Ht+ ...))> + 

+ Я 4( / (г ,а + 1((г,2> + Я 4 + . . . )) , /(*, tt + t « ^ z > + / / 4 + . . . ) ) + • - • = 0 . 
(7) 

Рассмотрим гиперквадрику 

S = {(z,w)<=Cn+1:v = (z,z)}. 

Эта поверхность с помощью дробно-линейного отображения 

уа _ 2za w _w— * 
w-\- i w+i 

переводится в поверхность <Z, Z} + WW=l, которая, если <г, z} = 
= 21z1 + .. . + 2nzn, является единичной сферой пространства Cn+1. 

Группа автоморфизмов S, оставляющих точку 0 неподвижной, со
стоит из дробно-линейных отображений 

-а 
вида 

f = АЛИ' (г + *ш)/Д, gs = л' | V |2 и;/Д, 
(8) 

А = 1 — [2i(z, а ') + (г' + i(a\ a ' » w], 

где Л'еС1—{0}, J i ' =d t l , °Uf^SU{n, я) , т. е. <2/'— линейное преобразо
вание такое, что (°U'z, °U'zy=zi(z, z} и detcU'=l, a ' ^C n , r 'ER1 (см. 
(3), стр.225). 

Отметим, что если hs— автоморфизм гиперповерхности 5, то мы 
имеем тождество, аналогичное тождеству (7): 

Re igs (г, и + i (г, г» + ( f (г, и + i (г, г» , f (г, и + i (г, г » ) - 0. (9) 

Тождество (7) мы будем рассматривать как уравнение относительно 
неизвестного отображения А. Отделяя е-компоненты тождества и после
довательно приравнивая их к нулю, мы будем получать уравнения от
носительно последовательных 8-компонент отображения h. 

Уравнения, полученные из младших компонент тождества (7), ока
зываются недостаточными для однозначного определения соответствую
щих компонент отображения h. Возникает потребность во введении пара
метров. Цель этого параграфа состоит в том, чтобы показать, что если 
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вводить эти параметры согласованно с системой параметров, задающих 
автоморфизм 5, то младшие компоненты отображения h окажутся рав
ными соответствующим компонентам отображения h\ 

Переходя к вычислениям, обозначим k-ю е-компоненту тождества 
(7) через ФА. Имеем: 

Ф*=0, 6 = 0 , 1,2, . . . . 

П е р в ы й ш а г : 04=iRe igu gi=az. Получаем а = 0 , т. е. gY=0. 
В т о р о й ш а г : Ф2 —Re(^2 + </i,/i» U=<z,2>, 

fi=Az, gz = aw+f>(z), 

где А — линейный оператор в Сп, а е С 1 , р — квадратичная форма от z. 
Подставляя, получаем: 

Ф2=— 1т а-и—Rea<z, z> + Re i'.p(z) + (Azy Az}. 

Отделяя ,8-компоненты Ф2, находим: 
(2,0) p(z),= 0, 
(1, 1) (Az, Az}—Rea<2, z>=0, 
(0,0) l m a = 0 . 
Поэтому можно написать: 

гдеЯ^С1 , n=±ly
cU^SU(ni л) (см. (8)). 

Отметим, что если Л = 0, то det Ях | о1=0, поэтому из (3) следует, что 
Х¥=0. 

Для дальнейшего нам понадобится следующая 
ЛЕММА 3. Пусть ф(г) и i|)(z) —две голоморфные вектор-функции 

от 21, . . . , zn. Тогда из тождества <ф(2), z> = <i|)(e), z} следует, что 
<р(г)=о|)(г). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем: 

<(ф-я1))(2),г>=0, 

т. е. 

2M<p-4>)a(z)? = o. 

Дифференцируя это тождество по гр0, получаем: 

2 ^ о ( ф - ^ П г ) = 0-
а 

Записывая эти тождества для р 0 = 1 , . . . , я , получаем линей
ную систему относительно (ф—^)(z). Ее определитель det (/iaP) фО, по
этому (ф—if>) (z) = 0 . Лемма доказана. 

Т р е т и й ш а г : Ф3 = Ке(^ 3 + 2</!2, А>) U=<z)2>, 

f2=A (z) +Bw, g3 = wl{z)+${z)t 
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где А {г) —векторзначная квадратичная форма от г, B e C n , l(z) —ли
нейная и $(z) —кубическая форма от г. 

Представим l(z) в виде <г, а>, где а е С п . Подставляя, получаем: 

©e=!Re(i(M + i<z, 2»<г,а> + ф(г)+2<Л(2)Д.^2> + 

'+2(и + 1<2, z»<£ , «Шг»,= | 

•=«е(ш<2, а>—<г, г><г, а>+|ф(г) + 2<A(z), Шг> + 

+ 2^<В, Ш2> + 21<2, 2><В, Я«/2>. 

Отделяем е-компоненты: 
(3,0) р(г)=0, 
(2, 1) — <z, z><z, а> + 2<Л (г), X<Uz)—2i(z, z)(X°Uz, £> = 0, 
(1,0) ^<г, а> + 2<А/гДг, £> = 0. 
Имеем: <z, a) = 2iQMz, В}, или <г, а> = <г, (Ц-1(—2ЫХВ)), откуда 

в силу леммы 3. получаем: a=(U~i(—2ЫХВ) или —2inXB = °Ua. Так как 
Л =5̂=0, то мы можем положить а=—2/я|А,|2а, где а е С п , и тогда полу
чаем B=X°Ua. 

Далее, 

2<Л(г), X°Uz) = 2Kz, z^QMz, £> + <£, z><z, a>, 
или 

<Л (г), X°Uzy=2i\X\\z, г><г, а>. 

Заменой в этом тождестве 2 на 'З/-1^ получаем: 

(А(<и-*г), zy=(2ik<<U-xz, a)z, z}. 

Следовательно, A{cU-iz)==2iX{°U~iz, d)z и, окончательно, A(z) = 
=2iX(z, a)z. 

Таким образом, 

f2=X°U{wa + 2i(z, a}z), g3=2in\X\2w(z, a}. 

Вычисление Ф4 уже довольно сложно, поэтому мы приведем его под
робно. Введем для этого следующее обозначение. Мы будем писать 
(#+l)7->7x6, чтобы отметить, что, выделяя из выражения (х+l)1 сла
гаемые с каким-либо определенным свойством, мы получаем 7л:6. В дан
ном случае это слагаемое степени 6, а в наших вычислениях — это будут 
слагаемые, содержащие член определенного е-веса. 

Ч е т в е р т ы й ш а г . Слагаемые, входящие в Ф4 и не содержащие 
#4,— это 

Refe4 + 2(/3,/1) + (/2,/2))U<2>2>. 
Выявим члены (7) е-веса 4, содержащие Я4. 

Reig->Rem\X\2w->Rei\X\4H4i(z,'z) = -~n\X\2H^zJ z), 

ЯЛЛ П -* Н, (/ь Л) = Я4 (Шг9 Шг). 
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Итак, 

Ф4 = Re (ig, Л- 2 </3, /х) + (/„ / , » L<z,2> + 

+ Я4 (Шг, Шг) — я \ X |2 Я4 (г, 5), 

/ 3 = Л ( г ) + ш 5 ( г ) , ^4—^аш2+(Р (2)^+7(2) , 

где Л (г) — векторзначная форма третьей степени, B(z) — линейный опе
ратор, а е С 1 , p(z) и y{z) —это формы второй и четвертой степени со
ответственно. Подставляя и отделяя е-компоненты, получаем: 

(4.0) 7(2) = 0 , 
(3, 1) — <z, z>p(z) + 2<Л (z), Ш2> + 4л|А,|а<г, 2><z, a>2 = 0, 
(2, 2) Re(—*a)<z, г>2 + <г, z>2Re(f<B(z) , Ш г » + 

+ # 4 (Шг , Ш г ) — я | А, 12#4 (г, z) == 0, 
(2, 0) Щг) +4т|Х|2<г, а> = 0, 
(1.1) —2Re a<z, z> + 2Re<£ z, Ш г > = 0, 
(0, 0) Re(i'a) + л |А,|2<а, а> = 0. 

Равенство (0, 0) дает: Ima—л|Я|2<а, а>. Положим 

OC = JX|А|2(г + /<а, а » , где reR 1 . 

Из (2, 0) получаем p(z) = — 4я|А,|2<2, а>2, в силу чего (3, 1) принимает 
вид: 

<А(г), Шг> = — 4я|Я|2<г, z><z, a>2, 
откуда 

<Л ( ^ - ' z ) , z>=<—4^<z, °иаУг, z>. 
По лемме 3 получаем: 

A (<U-lz) =—4X<z, ^/a>2z, 
или 

Л ( г ) = — 4^<z, a>2^z. 
ЛЕММА 4. # з тождества (2,2) следует, что 

Я4 (Шг, A,¥z) - it | X, |2 Я4 (г, 5). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу п. Ь) леммы 1, Hk(cUzi <2/z)e9i, 
поэтому 

(Я4 (Шг, Шг) — я | X |2 Я4 (г, г)) е= » . 

Заметим, далее, что остальные слагаемые (2, 2) являются элементами 
подпространства 5J. Отделяя 91-компоненту (2,2), получаем искомое со
отношение (см. лемму 1, пункт а)) . Теперь из (2,2) следует, что 

Im<£(z), №гУ=п\Х\2{<а9 a><z, z> + 2<z, a)(a, z » . 

Учитывая равенство (1, 1), получаем: 

<B(z), №zy = n\k\z{(r + Ka, а»<г, z> + 2i<z, a><a, z » , 
или 

<B<U-% z} = (X({r + i(a, a))z + 2i(z, °Uay%la), z>, 
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откуда находим: 
B<U-iz='k((r + i(a, d)) + 2/<г, <Ua)<Ua), 

или 
Вг=Ш{{г + Ка, a » z + 2t<z, a}a). 

Итак, 
f3 = KuU((r+i{a, a))z—4<г, a>2z + 2/<£, a)wa), 

gg=n\k\2((r + i(a, a})w2—4(z, a)2w). 

Мы получили интересующий нас результат. 
ЛЕММА 5. Если в формулах (8) положить А/=Я, я ' = я , (Ы/=СИ9 

а' = а и г'=г, то для k = 1, 2, 3, 4 будут выполняться равенства: 

fU = fk~u gl=gk. (Ю) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В этом можно убедиться непосредственно, 
отделяя е-компоненты формул (8). 

§ 2. Существование запретов на размерность группы стабильности 

При £ > 4 положение меняется в следующем смысле. 
ЛЕММА 6. Пусть &>4. При фиксированных значениях параметров 

X °U, а и г равенство ФА=0 позволяет однозначно определить fk-t и gk. 
Эта лемма есть простое следствие работы Мозера (3). Приведем 

доказательство в обозначениях этой работы: 

Фд==1 (/*_!, gh) +члены, зависящие от / ^ и g» 

где \i<Ck. Уравнение Lk=F(mod Щ обладает единственным решением 
./геЕ£>0 (см. (3), стр. 234). Но при /г>4 

.Лемма доказана. 
Таким образом, при k>4 равенство Фд=0 не оставляет свободы для 

введения новых параметров. Однако, вычисляя fk-i и gh> мы используем, 
вообще говоря, не всю информацию, содержащуюся в этом равенстве. 
Цель этого параграфа есть получение таких дополнительных тождеств, 
которые дадут связи на введенные ранее параметры. 

В том случае, когда гиперповерхность М сферическая, т. е. совпа
дает с гиперквадрикой 5, эти параметры свободны, поэтому мы можем 
надеяться получить такие связи лишь в случае, когда М несферична. 

Итак, пусть М несферична и пусть е — это номер первой ненулевой 
компоненты в е-разложении N(z, z; и), т. е. 

v = (z,z) + He(ztz; u)+ ... (11) 
— уравнение М. 

Отметим, что е^4, а при п= 1 е^б. 



252 БЕЛОШАПКА В. К. 

Обозначим через Ф| k-ю е-компоненту (9) при А/=Я, jt '=ut, cU/=(Uf 
а'=а и r'=r, а через Dk обозначим сумму тех слагаемых, входящих в< 
состав Фь которые зависят от Яр для какого-либо р. 

ЛЕММА 7. Для k=l, 2, . . . , е—1 справедливы равенства 

fb-i = fk-u gk = gk. (12) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Проведем индукцию по k. Для k= 1, 2, 3, 4 

утверждение доказано (см. лемму 5). Пусть для некоторого р такого, 
что 4 < р < £ — 1 , выполняются равенства (12) с k= 1, 2, 3, . . . , р—1. Это 
значит, с учетом (И) , что Фр—0 и Фр = 0 будут совпадать как уравне
ния относительно fv-i и gp, но по лемме 6 это уравнение обладает лишь 
единственным решением. Следовательно, (12) выполняется для k = p~ 
Лемма доказана. 

ЛЕММА 8. Имеют место следующие равенства: 

Не(ШгУШг\ \^u)^.zi\%fHe{z,z\ и), (13) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем: 

фе = Re(ige + 2< /« , fx} + 2 < / м , f2) + ...)\v==<zz> + De, 

Ф1 = Re (igs
e + 2 {fU /x) + 2 < / U f2) + • • •) U „ > . 

Положим f=f—fs, g=g"—gs, тогда из (12), (7) и (9) следует, что 

Re ( & + 2 <7е-ь № ) ) U<2,z> + A = 0. 

Вычислим Z)e: 

Re ig ->Re in | A, |2 о;->л | % |2 #<> (z, z; a), 

#*(/., 7; Reg) -+He(f, Ъ Re f t) = He(Шг, Ж ; | *,l2и). 

Таким образом, 

Ое = Не(тггЩг9\Ц2и) — я\Ц2Не(г,г\ и) 

и, следовательно, Dee9l (см. лемму 1, п. Ь)), т. е. 

Re[ige + 2<7е-ь Ш>]U< 2 > 2 > = 0(modSt). 

Но отсюда следует (см. (3), стр. 234), что fe^i = 0 и ge = 0 и, следова
тельно, De=0. Лемма доказана. 

С л е д с т в и е 1. Если форма <г, г) является знакоопр еде ленной 
(т. е. все ее собственные значения одного знака), то |А,| = 1. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Отметим сразу, что п=Л. Далее, пусть в 
многочлене Яе(г, z; и) (т, /)б-компонента отлична от нуля. Отделяя 
(т, I) -компоненту (13), получаем: 

hmi (Шг, Ш) (| Ь |2 и)к = | X |2 hmi (z, 5) ик 

или 
hmi{%z,%z) = jxAm/(z, 5), 

где jjt=V-m-rA1-z-ft. Заметим, что |jx| =\\Ц2-е. 
Рассмотрим в пространстве Сп поверхность К, определяемую урав

нением <z, 2>=<т, где 
| 1, если <2, z) определена положительно, 
[—1, если <2, 2> определена отрицательно. 

Форма <z, 2> знакоопределена, поэтому поверхность К компактна. Пусть 
в точке z0^K достигается максимум функции |/imZ(z, z) | на этой поверх
ности. Получаем: 

] _ \hml(<Uz0,Wz0)\ ^л 

откуда следует, что | А , | ^ 1 . 
Таким же образом, из равенства 

hmi(4l~1z,Wrz) = li~1hmi(zyz) 

получим, что | (дг11 ^ 1 и | к | ^ 1. Следствие доказано. 
ЛЕММА 9. 

Д + 1 - j t |^ |22Re (— 21 (г, а)Не + (и + i(z, z))dHe(a) + 

+ 2i(z, a)dHe(z) + i(z, а) (и + i(z, z})^He) + (15) 

+ (Нм (X%z, Шг; \ X |2 и) — я | X |2 He+1 (z, z; u)). 

где дН{\) —значение линейной формы дН на векторе v. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем: 

Re ig -> (а) ~> Re ijt 1X j2 w •->• — л \ X |2 He+1 (z, z; u), 

(b) -* Re i (2in 1Я, |2 <z, а) да) ->• — 2л | X |2 Re (t <z, а » Яе (z, i; u). 

Положим 
ч>=х-щ-% y=\x\-*g, 

</,/> = я | Ц 2 < Ф , ф } - л | ^ | 2 ^ е « г , a)w)-+ 

-> — 2л | X |2 Re (t (z, a » • Я, (z, z; u), 

Я.(/, /"; Reg) = Яе(Щр, X%, | X j 2 гр) = л \ X|2ЯДФ, Ф; Re ф) 
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(см. (13)). Далее, раскладывая #е(ф + Дф, ф + Дф; Re i|) + Re Дф) по 
степеням приращения, замечаем, что члены веса (е+1 выражения 
я|Я|2#е(ф1+|ф2 + . . . + ф4 + ф2 + . • •; Rei|)2 + Rei|)3 + . . . ) ) э т о 

я | X |2 /дНе (Фх, Фь Re t|>2) (ф2) + дНе (<plf фх, Re ф2) (q>2) -f 

+ — Не (фх, фх; Re г|)2) (Re яр,) J 
t;=<Z,Z> 

Подставляя вычисленные значения <р1э ф2, г|)2 и я|)3, получаем: 

л; | X|2/д#е(2, z; и) (гш + 2/(z, a)z) + д#е(z, 5; и) (ада + 2*(z, а)г)]+ 

+ ±He(z9z; u)2Re(iw(z9a)))\ 

= л ] Я |2 2 Re (дНе (z9 z; w) (ада + 2i (z, a) z) + i (z, a) a; — He (z, z; u)\ 

He+i (/, /; Re g) -> He+1 (fl9 h Re g2) = # m № , Ж ; | Я |2 u). 

Суммируя, окончательно получаем (15). 
С л е д с т в и е 2 : / е м ge+i не зависит от г. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Как и в доказательстве леммы 8, из (7), (9),. 

(12) и (14) получаем: 

Re(igM + 2Cfe, %%г))\v==<zz> + Д + 1 = 0. (16) 

Но это равенство позволяет определить fe и ge+i (см. (3), стр. 234). 
Следствие доказано. 

ЛЕММА 10. Если гиперповерхность М несферическая, то параметр 
г однозначно зависит от X, 2i9°U и а. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как и в доказательстве леммы 8, из (7), (9) г 
(12) и (14) получаем следующее соотношение в весе (е + 2): 

Re (*iw2 + 2 <fm, X%z) + 2<Je, / t » |y==<z>2> + Z W = 0. 

Вычислим слагаемые De+2, содержащие параметр г: 

Reig ->Reijt\X\2rw2-+Rein\X\2 . г • 2i(u + i(z9 z))He(z9 z; u)}= 

= 2it\X\2 uHe(z9 z; u)r, 

H,(f, h Reg) = я|М2# е(Ф, Ф; « • ) - > 

~> jt I Я, |2 [d//e (z, г, а) (ф3) + дНе (z, 5; а) (Ф3) + •£• #e (z, i; a) (Re * j j - ^ 

- . я | X |2Re h (u + i (z, z» 3//e (z) + -£- He (u2 - (z, z)2)l r. 
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Следовательно, 

DM = гтс\X|2ReГ— 2Неи + 2(и + i(z, г))дНе(г) + 

Н Не (г, г; и) (и2 — (г, г)2) + члены, не содержащие г. 
ди J 

Но по следствию из леммы 8 и так как f2 не зависит от г, произведение 
</е, /2> также не зависит от г, поэтому 
Re(t&+. + 2< / m , А/Иг» 1 ^ ^ + т\ X]2Re [~ 2Неи ±2(u+i(г, г»дНе(г)]+ 

п' Яе (и2 — (г, г)2) + члены, не содержащие г = 0. (17) 

Пусть при фиксированных %,л9% я а существуют два значения ггФггу 

удовлетворяющих тождеству (17). Положим г == гх — г2=/=0, Д+1 = Д+1 (га) — 
— 7e+i(r2), ie+2 = £e+2(/i) — g*e+2(/"2). Вычитая тождество (17) для г2 из тож
дества (17) для /*!, получаем: 

Re(*£*+2 + 2</Ub Щ г » | , = < г 2 > = 

= — rrt|A,|aRe|"— 2HeU + 2(u + i(z, г))дНе(г)+ — (и2 — (г, г)2)] . (18) 

Далее, заметим, что если кт1 — многочлен типа ( т , / ) , то 

dhml(z)=mhml. 

Поэтому, и в силу пункта (с) леммы 1, правая часть (18) принадлежит 
91. Имеем: 

Re (ige+г + 2 (fe+ь №z}) \v==<z>2> = 0 (mod 31), 

откуда /е+1 = 0, ^+2=0 (см. (*), стр. 234). Таким образом, 

Re С— 2Неи + 2(u + i <*, г» дНе (г) + ^ (и2 — (г, г)2)] = 0. (19) 

Пусть He = uphp(z, z)+...+h0(zi z), где Ap(z, z)=7̂ =0, тогда старшая 
по и компонента (19) — это 

Re (— 2АР + 2dhp (г) + рАр) ирп = 0, 
или 

(р - 2) А, + dAp (г) + дАр (г) = 0. 

Но 

<ЭАР (г) + 5Ap (z) = (deg Ар) • Ар, 

поэтому 

[ ( p - 2 ) + degAp(zJ)]-Ap = 0. (20) 
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Так как ЛреЭ1, то deg/i ( z - } ^ 4 и из (20) получаем /*р=0. Противоречие. 
Значит, ri = r2. Лемма доказана. 

Пусть G| — группа стабильности точки £, т. е. G% состоит из авто
морфизмов гиперповерхности М9 оставляющих неподвижной точку £. 
Если гиперповерхность М сферическая, то группа йг изоморфна группе 
автоморфизмов гиперквадрики S и зависит от (п+1) 2 +1 вещественного 
параметра. Вообще же, как будет показано в теореме 3, для случая 
п=\ типичным является тот случай, когда размерность этой группы 
равна нулю. В связи с этим представляет интерес следующая 

ТЕОРЕМА 1. Пусть Mcz:Cn+1 — невырожденная вещественно анали
тическая гиперповерхность и точка ^ Е М Тогда группа йг не может за
висеть от (п+l)2, вещественного параметра. 

З а м е ч а н и е . На самом деле будет доказано более сильное 
утверждение, а именно, что если М несферична, то вещественная раз
мерность G6 меньше (я+1)2 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Приведем М в окрестности | к нормальной 
форме. Если М оказалась сферической, то dim G5,= (п+ 1)2+ 1, если же — 
несферической, то из условия (13) и леммы 10 следует, что dim R Gs< 
< (п+ I)2. Теорема доказана. 

* § 3. Запреты на размерность в С2 

Данный параграф посвящен доказательству следующей теоремы. 
ТЕОРЕМА 2. Пусть М — невырожденная вещественно аналитиче

ская гиперповерхность пространства С2 и £eM. Тогда как только 
d im R G^>l , то гиперповерхность М сферическая и, следовательно, 
diniR Ĝ  = 5. 

Для дальнейшего нам понадобится провести некоторые рассмотре
ния, касающиеся С^-функций на гиперквадрике 5. 

Положим X = д ( ) (z) + i (z, z) — , соответственно X = д ( ) (z) — 

— i(z,z)—. Те свойства операторов X и X, которые нам понадобятся, ди 
сформулируем в виде следующей леммы. 

ЛЕММА 11. а) Если ср — CR-функция на 5, то Хф=Хф —0. 
Ь) Если функция я|э является однородным многочленом от z степени 

р, чьи коэффициенты являются CR-функциями на 5, то Хг|з=рг|э и Хгр = 
= /пр. 

В частности, линейная форма остается без изменений. 
Д о к а з а т е л ь с т в о , а) следует из определения С7?-функции, 

п. Ь) получаем непосредственным вычислением. Вычислим ;[Х, X]: 

ХХФ =(д()&)- i <z, z) - | - ) (dq> (z) + i <z, z) <ри) = 

= ддц (z, z) + i <z, z) ф„ + i (z, z> дф„ (z) — i (z, z) dyu (z) + (z, z)2 <pUM; 
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ХХФ = fd ( ) (2) + i (2, 2> -£-) ((ЭФ (г) - i (2, 2)Фы) = 

= ддф (г, 5) — t (2, 2) фм — t (2, z) dyu(z) + i(zt z)dyu(z) + (2, г)2фш . 

Таким образом, 

в = [ Х , X ]==XX-XX = 2t(2, 2> — . 
ди 

Вычислим [X, в ] : 

Х в ф = р ( )(z) — i ( 2 , 2 ) ^ ) 2 1 ( 2 , г)ф„ = 

= 2i (2, 2) фм 4- 2i (2, 2) 5ф„ (2) + 2 <2, 2)2 фш, 

вХф = 2i (z, z> ^ г (*Р (г) - * (г, г) Ф«) - 21 (2, 2> А ftp (г) + 2 (2, 2>2 Ф„и. 

Поэтому 

[X, в] = Х0 — вХ = 2*(2, 2>— = в. 
ди 

Сопряжением этого равенства получаем [X, в ] = 6 . Положим ф=</, Сг>, 
где / — векторная CR-функция на S (т. е. набор из п CR-функций на 
S), С — линейный оператор в Сп, и пусть <ф=ф+ф, тогда справедлива 

ЛЕММА 12. Пусть %=Ц—2) (X— 1) (X— 1), тогда т(о|))=0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем: 

Хф = X(Cz, /> = (XCz, / ) + (Cz, X/), 

но XCz=Cz, а Xf=0, поэтому 

ХФ = ( С 2 , / ) = Ф , т. е. ( Х - 1 ) Ф = 0. 

Аналогично, (X—1)ф=0. Далее, имеем: (X—1)-ф=(Х—1)ф, но 
[X—1, X—1] = 6 , следовательно, 

{X — 1)(Х —1)Ц> = (Х — 1)(Х— 1)Ф = [(Х — 1)(Х— 1) + в ] ф = в ф . 

Кроме того, 

(X—1)2(Х —1)гр = ( Х — 1 ) 0 ф = в ( Х — 1 ) ф + 0ф = вф. 

Вычитая, получаем: 

[ ( X - l f ( X - l ) - ( X - l ) ( X - l ) ] t l ) = 0, 

или, окончательно, 

(X — 2)(Х— 1)(Х— 1)г|> = 0. 
Лемма доказана. 

2 Серия математическая, № 2 



258 БЕЛОШАПКА В. К. 

ЛЕММА 13. Пусть ge+i удовлетворяет равенству (16), тогда 

~ _j JO, если е = 2k + 1, 
l a i (*) (и + i (z, z)), если е = 2k, 

где <Xt (z) — линейная форма. 
Доказательство проведем для случая e=2k. Положим 

% = А0 (и + i <z, z»* + А2 (г) {и + i <z, z})*"1 + . . . + A2k (г), 

ge+i = oh. (z) (и + i<z, z)f + а3 (z) (и + i<z, z»*"-1 + . . . + a2k+1 (z), 

где аР(г) —форма степени р, Лр(г) —вектор-форма степени р. Из (15) 
видно, что De+i не содержит членов типа (р; 0), поэтому должны быть 
равными и члены этого типа в выражении 

Re(i&+1 + 2(%,^z}) | u = < Z 2 > . 

Получаем: 

(2*+l,0)-><x t t + i(z) = 0, 

(3,.0)-+a,(z) = 0, 
(1, 0).->аг(z) — (Шг, Л0> = 0. 

Лемма доказана. 
Вычислим т(ф), где 

Ф = (Р(г)Ш* + Р ( 2 ) ^ ) и < „ > 
и p(z) — линейная форма. Имеем: 

Хф = рш* + 2ife <z, г) рда*""1, 

(X — 1) Ф = № (г, г} рш*-1 — рда*, 

X (X — 1) Ф = 2i£ (z, z) ргЛ1 — (йй* + 2pi£ (г, г) af*. 

(X — 2) (X — 1) Ф = — 2i& (г, z) рш^1 + N * — Р • 2/6 (г, г> ш*̂ 1 + 

+ р-2t£ <z, г ) г ? - 1 + Р • 2tfe (г, г) ш*"1 4- p • 2£As (z, z) • 2/(ft — 1)(z, г) ш*"% 

т(Ф) = (Х— 1)(Х — 2)(Х— l)q>=4ft(ft- 1)(г,г)2Р(г)ш*-2. 

Заметим, что т(ф) есть форма второй степени от z, чьи коэффициенты 
являются Cft-функциями на S, поэтому (см. лемму 11, пункт Ь)). 

(X—2)т(ф)=0. (21) 

Пусть существуют .два разных вектора ax=^a^, удовлетворяющих тож
деству (16). Вводя обозначения а = аг — с^, }е = Je{(h) — Те ((h), geH = 



РАЗМЕРНОСТЬ ГРУППЫ АВТОМОРФИЗМОВ 259 

=| e + i (a 1)— ge+i(a2) и вычитая тождество (16) для а2 из тождества (16) 
для аи получаем: 

Re (igM +i2 <?Д<Кг»и<„> + Д+1 = О, 

где 

De+1 = 2n\X\2Re(— 2i(z, a)He + {u + i(z, z})dHe(a) + 

+ 2i(z, а}дНе(z) + i<z, а)(и + i(z, z» Щ . 

Пусть Т=(Х—2)т, тогда из леммы 13 и (21) следует, что 

TDe+1 = 0. (22) 

Если рассматривать это равенство как уравнение относительно вектора 
а, то оно представляет собой систему линейных уравнений относительно 
неизвестных 

Re a1, Im а1, . . . , Rean, lman. 
Поэтому совокупность решений есть линейное подпространство в R*n= 
= СП. Пусть это подпространство содержит комплексную прямую 

(а = too, где t e= С1, а0 =f= 0}, 

тогда, вводя в равенство (22) переменную t и отделяя члены степени 
(0, 1) по t, получаем: 

Т(^2i(z, a0)He + (и- 1(г9 z»дНе(а0) + 

+ 2i(z, a0>дНе(г) + i(z, a0)(и + i(z, z » ? ^ Л • = 0: 

Пусть, далее, х=д ( ) (г), d=(z, г> •— и xti=x-—kE, где Е — тождест-
венный оператор, тогда 

71 = (*а + # ) (*t — id) Ц' — *d) (*i + И). 
ЛЕММА 14. Еслиа(г) — линейная форма, то 

xh(a(z)(p)=a(z)xk-iq>. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 

xh(<a(z)q>)=x(a(z)<p)—ka(z)<p'=: 

= a (z) ф + a (2) Хф—&a (г) ф = a (2) (л:— (&— 1)) ф = 
=h(z)xh-i<p. 

З а м е ч а н и е . Соответственно имеем: 

<x,(z)xk<p=xh+i(a(z)*p). 

2* 
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Разложим Т по степеням оператора d: 

Т = (Xj + id) {x2 — id) (xx — id) (x> + id) = 

= {х2х2 + й л:2 — ix2d + d2) (% î — id xt -f ^ #i + d2) = 

= ( а д + * (*3 — *г)d + rf2) ( ^ i + i (xi — x2)d + d2) == 

= X2X2X±X± -f- I \X2X2i \Xi X2) -j X2X^ \X$ — «̂ 2)) Я 1 

+ (XJXJ -f X3X3 — (x3 — Xt) (x2 — xs)) d2 + / ((Д, - x2) + (x3 — x4)) c(3 + d4, 

т. e. 
Г = / 0 +14+l2dz + l3d3 + d\ 

где 

/0 = ( * - 2 ) ( * - 2 ) ( x - l ) ( * - l ) , 
ll=2i(x—2) (x—2) (x—x), 

/2 = ((x—2) (x—2) + (x—3) (if—3) — (ж—x)2 +1 ) , 

l3=2i(x—x). 

В дальнейшем полагаем п=>\. Пусть 

P = u-^, Q = iz(2x — x+K — 2), R = —zd, 
dz 

где к — и — , тогда (22) можно записать так: ди 
T(P + Q+JR)(He)=0. 

T(P + Q + R) можно представить в виде 

T(P + Q + R) = ul0 (4г) + z (Л0 + Axd + A2d* + Asd* + Л4# - d% 

где операторы А{ переводят моном czmzpuk в моном того же типа, т. е. 
такой моном является для них собственным вектором. Положим 

0 = (т)г ( р + (3 + /?)' 
тогда 

G - -±- Л^ + А0 + Axd + A2d* + A^d* + Afl - d\ 1212 

Вычислим Л_!, А0 и Aii 

д Л ^ = 2/0 / 4 Л = (* — 2) (x — 1) (5 — 2) (5 — 3) xt 

L)Uo(Q) + lid(P)l 
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М<?) =(х~2)(х—2)(х—1)(х—1) [iz(2x — x + K — 2)] = 
= iz(x — \)x(x — 2)(x - \){2х — х + к~2), 

<* (Р) = ZZ А (и 4") = 25 Л ( 1 + *) = « (X + 1), 
ди[ дг] дг 

l±d(P) = 2 • 2£(А:— 1)(JC — 2)(i — дг— l)x(x + 1). 

В результате получаем: 

A0 = i(x—l)(x — 2)[x(x—l)(2x — x + * — 2) + 2(x — x--l)x(K+ l)], 

Axd = Ш [/0 (/?) + lxd (Q) + l%d2 (/>)], 

l0(R) = (x — 2)(x — 2)(x-l)(x—l)(—zd) = 
= —г (Л: — 1)х(л:—2)(х— l)d, 

d(Q)==iz(2;c —х + к —2)d, 

/xd(Q) = _2г(л; — 1)(Jc -2)(x — x-l)(2x — х + к — 2)d, 

d2(P) ^z*-z2 — (u—)=z2-z2- — (x + 2)— -

^Z2ZX(K + 2)— =Z(X— l)(x + 2)d, 

/2d2(P) =Z[(JC— 1)(5 — 2 ) + (JC— 2) + (x — 2)(x— 3) — 
— (* — * — l)2 + 1](* — l)(x + 2)d, 

так что 

Лх = (((* — l)(i — 2) + (x — 2)(x— 3) — (* — * — 1)2 + l)(x—l)(x + 2 ) -
— (Л:— 1)X(JC — 2)(*—1) — 2(x — l)(x — 2) (3c — x— \){2x — х + к~ 2)). 
Имеем: G(He)=0. 

Пусть 

He = It* (/Z4,A2 + /Z2422?) + . . . + (/Wm ; 52 + . . . + /l2m22 • ?J). 

Будем вычислять коэффициенты G{He). Обозначим через ЛДт, /?) 
множитель, который появляется при мономе zmzp после применения к 
нему оператора Аи а через G(m, p) — коэффициент при zmzp в G(He). 

Каждый коэффициент G(He) является линейной комбинацией коэф
фициентов hmp, поэтому, приравнивая эти коэффициенты нулю, мы по
лучим линейные уравнения, связывающие hmp. Наша ближайшая цель — 
доказательство того, что /i42=0. Это можно сделать, используя то, что 
оператор G действует на симметричные мономы Не несимметричным об
разом. Это позволяет нам получить дополнительные уравнения, не вводя 
новых неизвестных. 
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Имеем: 

G (2, 4) = M - i (3, 5) + M o (2, 4), 
Л_1(3, 5) = 1 -2 - 3 - 2 -5 = 60, 

А,(2, 4) =('• 1 -2- [2-3(4—4 + s—2) +2(4—2—1)4(s+1)] = 

= 2t[6(s—2) + 8(s+ 1) ] =4t(7s—2). 

Получаем, сокращая на 4: 

15A„ + i(7s—2)й,4=0. (23) 
Далее, 

G (5, 3) = M - i (6, 4) + М о (5, 3) + M i (5, 3), 
Л_х(6,4) = 4 - 5 - 2 • 1 -4 = 160, 
Л ( 5 , 3 ) = 1-4 • 1 . [5 -2(10 — 3 + s— 1—2)+ 2(3— 5—1) 3s] = 

= 4t [ 10 (s + 4. — 18s)] = — 32t (s — 5), 
Л ( 5 , 3) = {[4 -1 + 3 - 0 - 9 + 1] - 2 ( s + 1) — 4 • 5- 1 -2 + 

+ 2.4-1-3(10 — 3 + s— 1 - 2 ) } = - 8 ( s + l ) - 4 0 + 24(s+4) = 16(s+3). 

Сокращая на 16, получаем: 

10ft,t—2t(s—5)ft„+ (s + 3)/i42=0. (24) 

Далее, 

G(3, 5) =A4H-i(4, 6) + M o ( 3 , 5) +ft,Hi(3, 5), 

Л_х(4, 6) = 2 • 3 -4 • 3 -6 = 27 • 16, 
A0 (3, 5) = i • 2 • 3 [3 • 4 (6 — 5 + s — 1 — 2) + 2 (5 — 3 — 1) 5s] = 

= 6t[12(s —2) + 10s] = 12/(1 Is — 12), 
Лх(3, 5) = {[2 • 3 + 1 -2—1 + l ] 4 ( s + 1) —2 • 3 • 3 • 4 — 

— 2 -2 • 3 • 1(6 —5 + s — 1 — 2 ) } = 32(s + 2 ) -72—12(s—2) = 4(5s —4). 

Сокращая на 4, получаем: 

27-4/i4e + 3i(lls—12)/i35+(5s—4)/г24=0. (25) 

Равенства (23), (25) и равенство, полученное сопряжением (24), есть 
система трех линейных уравнений относительно неизвестных Л46, h35 и 
/г24. Выпишем ее матрицу: 

0 15 i(7s-2)\ 
10 2i (s — 5) (s + 3) 

v27 • 4 3t(l is — 12) (5s —4) 
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Сокращая первый столбец на 2 и вычисляя определитель, получаем: 
A(s)=3(—19-7.52—657-5+2.575). 

Заметим, что Д(0)=^0 и Д(1)=И=0, но для s > 2 657s>2-575, поэто
му для 5^2 A(s)<0. Таким образом, показано, что A(S)=T^0 ДЛЯ 5 = 
= 0, 1; 2, 3, . . . , и поэтому ft42=0. 

Из сравнения компонент тождества (16) при п=\ и e=2k типа 
<1, 0), (2, 1) и (3, 2) получаем в обозначениях леммы 13: 

а+Д)=0, 
Л 2—2*'&iJu=iO, 

i(k— 1)Л21=4а/142. 

Отсюда, в силу полученного условия Л42=0, следует, что а=0. Таким 
образом, независимо от четности е ge+i = 0. Теперь из леммы 12 полу
чаем: 

%(P + Q+R)(He)=0. 
Разложим оператор т по степеням d: 

% —\(хг — Щ (xi — Щ (xi + Щ = (х2 — id) [#1*1 + i (xi — х2) d + d2] = 

= lc^xxxx + i[x-x — (x — 2) (x +-2)+l]d + (2x — x ~ 1) d2 — id3. 
Введем следующий оператор: 

T = (±-^x(P + Q + R). 

Его, как и оператор G, можно записать в виде 

Г = -±-В^ + В0 + Byd + B2d2 + B3d* + id\ 
I z |2 

где 
^ = 5 (5] -2 ) (^ |1 ) (^ -1 ) / -4г ) = ( ^ - 3 ) ( ^ - 2 ) ^ ( х - 1 ) . 

Вычисляя коэффициент при zzM^ в Г(#е) получим: 
Г(1, т— 1 )\=h2mB^(2, m) =/i2w(m—3) (m—2)m. 

И если m^4 , то из тождества Г(# е)=0 следует, что hm2 = 0. Докажем 
теперь индукцией по р, что h2+P> m+^=0. 

Пусть /i2+gj m+q=0 для <7<р, тогда 
Г(1+р, т + р— l)i=5_4(2 + p, m + p)h2+P}m+p= 
= (m + p—3) (т + р—2) (т+р) (р+ l)ft2+Pf m+p. 

Из Г(# е )=0 получаем, что /i2 + p m + p=0. Тем самым показано, что 
Яе = 0. Противоречие, т. е. пространство решений (22) относительно а 
не более, чем одномерно. 
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Подведем итог. Если гиперповерхность М несферическая, то количе
ство степеней свободы, приходящихся на параметр X, не превосходит 
единицы (см. следствие 1), на параметр а, как показано в этом пара
графе,— тоже не больше единицы, параметр же г свободой не обладает 
(см. лемму 10). Следовательно, размерность G{ в этом случае не пре
восходит двух. 

Пусть dimR Gb=2. Это значит, что тождество (13) действительно 
оставляет одну степень свободы для X. А это может быть только тогда, 
когда 

He = u%pzplp+us-%-lp-1zp-1~zp-1+ . . . +Lkkzkz\ 

где ЬррФО. Но в таком случае правая часть (16) принадлежит 31 и по
этому / е = | е + 1 = 0 . Получаем: 

2Re{a[P + Q + R](He)} = 0. 

Отделяя в этом равенстве компоненту, старшую по и, находим: 

us+1. Lpp . р2 Re {а [г"?"1 + г""1?]} - 0. 

откуда следует, что а=0 и у нас остается всего одна степень свободы 
на всю группу Gs. Теорема 2 доказана. 

§ 4. Группа стабильности неомбилической точки 

Точка 1^М называется омбилической, если касание сферической по
верхностью в этой точке более высокого порядка, чем это обеспечивает 
нормальная форма. 

Пусть л = 1 и 

v = \г |2 + с42 (и) z4? + с2, (и) z2? + ^ ст1 (и) £ ? 

min(m,/»2 

— уравнение М в нормальной форме, тогда точка 0 является омбили
ческой для этой поверхности, если c42(0)i=0. 

Обозначим с42(0) через А, с52(0) —через р и с43(0) —через q. 
ТЕОРЕМА 3. Пусть М — невырожденная вещественно аналитиче

ская гиперповерхность пространства С2 и %^М — ее неомбилическая 
точка, т. е. кфО, тогда группа Gs состоит не более, чем из двух преоб
разований. 

Далее, если, к тому же, hp + 3hq=£dy то G s ={£} , т. е. не существует 
автоморфизма гиперповерхности, сохраняющего точку £ неподвижной и 
отличного от тождественного. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как точка £ неомбилическая, то е=6 и 

Не = hz*z2 + hz2z*. (Щ 
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В качестве следствия соотношения (13) получаем Х3-к=1. Это уравне
ние имеет два решения 1 и — 1 . Покажем, что каждому из этих двух 
значений К соответствует не более одного значения а. 

Записывая (16), получаем: 

Re(i£7 + 2% ./62) \v=w - 2Rea\-2izH6^ izz^ + 2iz2^- + и
д^Л + 11 L dz dz dz J 

+ (H7(fKz,Kz)-H7(z,z)). (27) 

Пусть существуют два значения а, удовлетворяющих равенству (27): 
ai и а2. Положим 

а = аг—а2, %=f6 {аг) — fQ (a2), g7 = £7 (ax) — g7 (а2). 

Вычитая равенство (27) для а2 из равенства (27) для аи получаем: 

Подставляя сюда (26), находим: 

2izH6 — izz ̂  + 2iz2 ̂ * - + и ^-] . 
dz ^z dz J 

Положим 

Re(ii7 + 2Ve2)|M2|1 = 

= 2Re a [4*7iz5? — 2ite3 - ? + 2tf/iz4z + 4t/te2 . ? ] . (28> 

lj6z = Лг62 + jRAa> + Cz2zay2 + Dzay3, 

Правая часть тождества (28) не содержит членов типа (7, 0), (5, 0) и 
(3,0), поэтому, приравнивая нулю соответствующие компоненты левой 
части, получаем: р=<у.=6=0. Вычисляя, далее коэффициенты компо
нент левой части типов (5, 2) и (4, 1), находим: 

(5,2)-м£, (4, 1)-^В. 

Приравнивая их к соответствующим компонентам правой части, по
лучим 

Mha = iB, 21ш = В. (29 > 

Но /г#0, поэтому (29) означает, что а = 0 . 
Теперь для завершения доказательства первой части утверждения 

теоремы осталось воспользоваться леммами 8 и 10. 
Далее, учитывая, что 

Н7 = pzbz2 + qz*zs + qz32* + pz2z\ 
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записываем тождество (27) для Я=—1. Получаем: 

- 2 Re [а (Шгь~? — 2ihz3? + 2uh^z + iuhzh3) — 2pzbz2 — 2qz*z3]. 

Положим 
2^76i = AzQz + Bzfzw + Cz2zw2 + Dzw3, 
— gV = azw3 + $z3w2 +- yzbw + bz1. 

Как и раньше, из сравнения компонент типа (7, 0), (5, 0) и (3, 0) име
ем: р = 7 — 6 = 0. Оставшиеся компоненты дают равенства: 

(6.1) А = 0, 
(5.2) iB = 4iha—2p, 
(4.3) —C+iD—ia=2iha—2q, 
(4, 1) B=2ha, 
(3,2) 2iC—3B—3a=4ha, 
(2, 1) С—3iD + 3ia=0, 
(1,0) D + a = 0. 

Из равенств (5,2) и (4, 1) получаем: 

p=iha. (30) 

Равенства (4, 3), (3, 2), (2, 1) и (1, 0) —это система четырех линейных 
уравнений относительно трех неизвестных С, Л и ее. Исключая неизвест
ные, получаем соотношение на правые части, которое выглядит так: 

ha + 3iq = 0, 

что вместе с (30) дает окончательно 

ph + 3qh = 0. 

Теорема доказана. 

Поступило 
20.XI.1978 
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