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Математические заметки 
4 8 выпуск 2 августТУ У U 

О ПОСТРОЕНИИ НОРМАЛЬНОЙ ФОРМЫ УРАВНЕНИЯ 
ПОВЕРХНОСТИ ВЫСОКОЙ КОРАЗМЕРНОСТИ 

В. К. Белошапка 

Рассмотрим набор из к (к ^ 1) вещественно-аналитических 
вещественнозначных функций ср1, . . ., <рк, определенных в ок­
рестности некоторой точки £ комплексного линейного простран­
ства. Пусть ф1 (I) = . . . = <рк (I) = Оик векторов grad ср1 (£), . . . 
. . ., grad ф̂  (£) линейно независимы как вектора комплексного 
линейного пространства. Тогда соотношения ф1 = . . . = Ц)К — О 
задают в окрестности £ вещественно-аналитическую поверхность 
М коразмерности к и £ ЕЕ М. 

Рассмотрим, далее, голоморфные преобразования /г, опреде­
ленные и обратимые в окрестности точки | и такие, что h (М) d M 
и h (|) = £. И пусть (? (М) — это группа всех таких преобразо­
ваний, каждое из которых определено в своей окрестности точки £. 
Условие линейной независимости градиентов позволяет после 
подходящей комплексной аффинной замены и применения теоремы 
о неявном отображении записать уравнение М в виде 

v = F(z, z, и), (1) 

где (z, w) — координатные функции исходного комплексного ли­
нейного пространства Сп+и 

z = (z\ . . ., zn); w - (и;1, . . ., ivk), 

причем F = F, F | 0 = 0, dF\0 = 0. Выделяя компоненту F сте­
пени 1 по 2, степени 1 по z, степени 0 по и, получаем вектор-
значную эрмитову форму 

>, z> = «z,-z>\ . . ., <z, z>fc). 

Эта форма называется формой Леви поверхности М в точке £. 
Отметим также, что Г0М f| £Г0М = {w = 0}, поэтому 7г — это 
размерность комплексной части касательной плоскости к М в 
точке ?•. 

В работе [1] для к — 1 в предположении невырожденности 
формы <z, z> была построена нормальная форма уравнения М, 
т. е. построено такое разложение пространства $ степенных 
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рядов от z, г и и в прямую сумму подпространств 

так, что (1) заменой координат приводится к виду 
• и = N- (z, z, и), N е ^г. 

В работе [2] нормальная форма строится в ситуации к = п = 2. 
В [3] было сформулировано условие (см. определение ниже), 

обобщающее условие невырожденности обычной эрмитовой формы 
(к = 1), и доказано, что если форма Леви поверхности М кораз­
мерности i > l в точке £ является невырожденной, и h ЕЕ G (М), 
тогда h однозначно определяется значениями первых и вторых 
производных в точке £. Отметим также (см. [3]), что группа авто­
морфизмов квадрики, чья форма Леви вырождена, не является 
конечномерной группой Ли. 

В данной работе задача построения нормальной формы обсуж­
дается в общей /с Z> 1 постановке. Здесь будут доказаны теоремы 
о нормализации формальными рядами (теорема 1) и о частичной 
нормализации (теорема 2), аналогичные теоремам 2.2 и 3.1 ра­
боты [1]. 

О п р е д е л е н и е . Будем говорить, что ^-мерная эрмитова 
форма является невырожденной, если выполнены следующие два 
условия: 

<z, z)1, . . ., <z, zyK линейно независимы; 
из того, что <(z, еу = 0 для всех z следует, что е = 0. 
Построение нормальной формы начнем с применения конструк­

ции Мозера. Запишем правую часть уравнения М в виде 
F (z, z, и) = 2F g (z, z, и), 

где Fq (tz, tz, t2u) = tqFq (z, z, и); тогда 
F0 = Fx = 0, F2 = <? (z, 2) + <z, z> + Q (z, z), 

где Q — некоторая квадратичная форма. После замены z ->- z, 
w -> ^ + 2£(? (z, z) уравнение М принимает вид 

v = <z, z> + F 3 (z, z, u) + . . . (2) 
Пусть замена 

z ^» 2/ p , M; -> 2#p , (3) 
где 

/p (te, *M - *p/p (z, w), 
переводит (2) в 

и - <z, z> + Ф3 (*, z,u) + . . . (4) 
Тогда 

/о = 0, /i = Cz, g0 = gl = 0 , #2 = *и?, 
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где 
<Cz, Cz} = s <z, z>, (5) 

т. е. (З) принимает вид 
z -> Cz + 2*/p , и; -> sw + 2~gP. (6) 

Имеем тождество 
Img = </, /> + Ф (/, / , Re g) 

при м; = и + i «z, z> -f i*1 (z, z, w)). Выделяя в нем [х-ю компо­
ненту, получаем 

Re (ig» + 2</д_ь Cz» |c==<z, 2> - / ^ (z, z, и) — Ф^ (Cz, Cz, ш) + 
+ члены, зависящие от Fv, gv, /v-i, где v < u. (7) 

Это соотношение можно использовать для рекуррентного вычис­
ления компонент fug. Поэтому для реализации каждого шага 
этого вычисления нужно уметь решать относительно / и g урав­
нение следующего вида 

Re (ig + 2 </, Cz»U< z ,2 > = Т (z, z, и). 
Однако если понимать здесь знак равенства как требующий пол­
ного совпадения левой и правой частей, то уравнение оказывает­
ся, как правило, неразрешимым. Поэтому запишем соотношение 
так 

Re {ig + 2 </, Cz» |0=<Zi 2> = T mod Ж, 
где пространство J\T будет соответствующим образом определено. 
Заменим / на С/, a g на sg и, пользуясь соотношением (5), 
получаем 

Re (ig + 2 </, z » U < z , 2> = Т mod Ж, (8) 
где Т ЕЕ §. Разлагая (8) по компонентам различных степеней 
по z и z и полагая А/г = dufe «z, z» , получаем в степенях (р, 0) 
и (р + 1, 1), где р = 2, 3, . . ., 

& _ ЛГГ 

t (9) 
(fp+V 2> g- Agp — T[p+i)i, 

в степенях (1, 0), (2, 1) и (3, 2) 
ift + 2 <z, /0> = Г10, 
- А Л + 2 </„. z> - И <2, Д/0> = Ttv. (Ю) 
- 4 - Д а й + 2» <Л/2, z> - <z, Л2/0> = Г32; 

в степенях (0, 0), (1, 1), (2, 2), (3, 3) 
- Im g0 = Г00, 
- Re Ag0 - 2 Re </x, z> = Tu, 



4 - Im A*g0 - 21m <ДД, z> - 722, (11) 

Пусть левые части (9)—(И) определяют подпространство J# в про­
странстве $ формальных степенных рядов от z, z, и, т. е. R £Е 
Е= «#, если 

R = R00 + Rn + R22 + i?33 + 2 Re (i?10 + i?21 + i?32) + 
+ 22°°Re (RP0 + Д(р+1)1), 

где 

-**P0 — 2 c^Pr 

1 
•S(p+i)i = (fp+v 2> 2" Д^Р». 
i?10 - ^ + 2 <*, ;0>, 
R21 = - Д ^ + </a, *> - 2* <z, A/0>, 
Д32 = 2- Aa& + 2* <Д/2, *> - <z, A2/0>, 
-ffoo = — Ina^0, 
i ? n = - Re Д| 0 + 2 Re </x, *>, 
J?22 = - i - Im Д2^0 - 2 Im <A/lr z>, 

#33 = 4 " R e A3^o - Re <A2/lr z>, 

a /p и £p — некоторые степенные ряды от z и гг. Пусть далее 
Ж — некоторое, произвольно выбранное, прямое дополнение Л 
до $, т. е. имеет место прямое разложение 

ЗГ = j? + ж . 
ЛЕММА 1. Уравнение 
Re (*£ + 2 </, z » |c=<Zf 2> = T mod Ж 

имеет решение для любого Т £z f, причем если потребовать, 
чтобы ряды 

/, dj, dwf, dzdj, g (12) 
не имели постоянных членов, то такое решение единственно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Данное уравнение эквивалентно сис­
теме равенств 

•X (&>~~ Ь5Р) = °' р = 2,. з , . . . , 
1 

< ( / P + I — /p+i)». 2> — -j- A (gp — gp) = 0, 
- A (fo - ^ ) + <(/2 - ?2), z> - 2* <*, А (/0 - /0)> = О, 
- 4 - A 2 (gl - g±) + 2КА(/2 - f2), z> - <*, A2 (/0 - /0)> = О, 
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i (ft - £1) + 2 <2, (/o - f„)> = 0, 
- Im (g0 - go) = 0, (13) 
- R e A (g0 -g0) + 2 Re <(/2 - h), z) = 0, 

- i - Im A2 (g0 - lo) - 2 Im <A (Д - h), z} = 0, 

- i - Re A3 (g0 - go) - Re <A2 (/, - fj, z> = 0, 

где f и g получены в результате проектирования Г на J? вдоль Ж . 
Отсюда сразу следует существование решения. Далее, до­
словно повторяя последний шаг доказательства теоремы работы 
[3], получаем degu (/0 — / 0 ) < 1; degu (fL — fx) < 1; degu (/2 — /2) = 0, 
а все остальные разности равны нулю. Имеем 

/о = f о + Р + ащ U --^-h + Cz + B (u)z, 
f2=f2+A (z, z), g0 = £o + 9 + ^ + r (u, u), 
8i = £i + 2г <z, P + au) 

в силу (13) 
2 Re <Cz, z> = s <z, z>, 
<Л (z, z), z> = 2г <z, a <z, z » , 
Re < В (u)z, z> = r « z , z>, и), 

откуда видно, что при фиксированных Р , Q, С, а и 5 параметры 
5, Л и г определяются однозначно. Вместе с условиями (12) это 
дает единственность. Лемма доказана. 

ТЕОРЕМА 1. Существует замена координат z-+f(z,w)r 
w —>- g (z, w), заданная формальными рядами, приводящими урав­
нение М к видух 

v - <z, z> + N (z, z, и), N e ^ , (14) 

причем если выполнены условия (12), mo такая замена единственна. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть замена переводит (2) в (14), 

тогда получаем последовательность соотношений вида (7), где 
Ф следует положить равным N. Рассматривая эти соотношения 
по mod Ж , и применяя лемму 1, получаем однозначно определен­
ные последовательные компоненты / и g. 

З а м е ч а н и е . Относительно конкретного вида подпрост­
ранства заметим, что N70 и N\x можно положить равным нулю. 

Если попытаться реализовать программу исследования, про­
веденного в [1] для к = 1, то следует показать, что нормализую­
щая замена дается сходящимися рядами. В этом направлении 
можно доказать теорему, вполне аналогичную теореме 3.1 рабо­
ты [1]. 

Фиксируем следующий набор, который будет играть роль 
начальных условий, позволяющих однозначно определить час­
тичную нормализацию поверхности: точка £ Ez М, у — /с-мерная 
вещественно-аналитическая поверхность в окрестности £, лежа-
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щая на М, фиксированная вместе с аналитическим параметром t, 
проходящая через £ и трансверсальная Т\М\ е (t) = (e± (t), . . . 
. . ., еп (t)) — семейство реперов комплексной части касательной 
к М, определенное вдоль у, аналитически зависящее от t. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть <z, z}1 — первая координата формы Леей 
М в точке £ невырождена, тогда для данного набора (£, у, t, e) 
существует единственное голоморфное в окрестности £ отображе­
ние, переводящее 

£->(0, 0); y-+{z = 0,v = 0}, 

д 
t —> гг, ер » р ^ 

а М — в поверхность, заданную уравнением 

и = 2Fpq, где Fp0 - 0, Fx
vl = 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о (получается модификацией доказа­
тельства теоремы 3.1 работы [1]). 

После переноса начала координат в точку £ и линейной замены 
можно предполагать, что £ = (0, 0), Т\М = {w = 0}. Пусть у 
задана в виде z = р (t), w = q (t), где ряд — аналитичны в ок­
рестности начала координат в Rfe. Условие трансверсальности 
дает det q' Ф 0. Поэтому голоморфное отображение z —>- р (w)-{- z, 
w ->• q (w) будет обратимо в окрестности начала координат. Раз­
решая уравнение М относительно и, получаем и = F (z, z, и), 
где F может быть представлена в виде сходящегося, в окрестности 
начала, степенного ряда со значениями в Rfe. (Пространство таких 
функций, обращающихся в нуль в начале координат обозначим 
f®.) После преобразования у принимает вид {z = 0, v = 0}, 
так что 

F (0, 0, и) - 0. 

ЛЕММА 2. Если F e f® и F (0, 0, и) = 0, то существует 
единственное голоморфное преобразование вида 

z-^-z, w -> w + g (z, w)\ g (0, w) = 0, 

переводящее v = F (z, z, и) в v = F (z, z, гг), где ^.Q — 0 для всех р. 
Д о к а з а т е л ь с т в о леммы полностью повторяет дока­

зательство леммы 3.2 из [1]. 
Пусть Fq, где q = 1, . . ., к,— q-я координата F. 
ЛЕММА 3. Если F е Iго3, FT0 = 0 для всех р и Fn (z, z, 0) 

невырождена, то существует единственное голоморфное преобра­
зование вида z ->• z + / (z, w), w ̂ ~ w, где / (0, w) = 0, dzf (0, i#) = 
= 0, которое переводит v = F (z, z, и) в v = F (z, z, и) так, что 

Ко = 0, Р\г = 0. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о леммы повторяет доказательство лем­
мы 3.3 из [1], примененное к первой координате, т. е. к уравнению 

vx = F1 (z, z, и). 

Преобразования, сохраняющие точку | — (0, 0), у = {z = 0, 
v = 0}, параметр м- и вид уравнения (15), имеют следующий об­
щий вид: z —>- Р (M>)Z, u; -> w, где Р — матрица, голоморфно за­
висящая от iv. Условие 

однозначно фиксирует Р . Теорема доказана. 
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